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摘　要　有限元法是复杂介质地震模拟的有力工具，它能比较客观地反映地震波的传播，比较细致地再现地震图

像．但是，为了获得较精确的结果，有限元法模拟地震波的传播需要的网格点数多，具有计算量大和消耗内存多的

缺点．针对上述缺点，本文对刚度矩阵采用压缩存储行（ＣＳＲ）格式，以减少计算量并节省内存；采用集中质量矩阵

得到对角的质量矩阵以提高有限元法（显式有限元）的计算效率；时间离散采用保能量的 Ｎｅｗｍａｒｋ算法以提高有

限元法的计算精度；采用变分形式（弱形式）的ＰＭＬ吸收边界条件对人工截断边界进行处理．通过与高精度的数值

方法———谱元法的数值试验的对比表明，上述方法的引入可使有限元法在计算精度和计算效率方面均可取得比较

显著的改进．为了获得相当的计算精度，相比于７阶谱元法，显式有限元法需要更精细的网格．然而，显式有限元法

的计算速度比前者快近２倍，而内存需求仅为谱元法的１／４～１／６．
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１　引　言

地震波数值模拟是研究地震波传播问题的重要

手段，在研究地震波在地球内部的传播规律和实际

资料的处理与解释方面均能发挥着重要作用．目前，

比较常用的方法有，有限差分法［１７］、伪谱法［８１０］、有

限元法［１１３２］、谱元法［３３３９］、有限体积法［４０］等．有限差

分法具有编程简单，计算效率高等特点，但是有严重

的数值频散且难以处理起伏地表和自由边界条

件［１７］．伪谱法
［８１０］是一种全局的方法，具有计算精

度高和数值频散小的特点，但是在强非均匀介质的

边界处会出现数值不稳定现象［８１０］，它与有限差分

法一样，具有难以处理起伏地表和自由边界条件之

不足．有限元法
［１１３２］克服了大部分这些缺点，可适应

于任意几何模型，能够自然地满足自由边界条件（地

表的牵引力为零），但仍为低阶的近似，具有计算量

大和占用内存大等缺点．谱元法
［３３４０］与有限元法类

似，是高阶的有限元法，并具有较高的计算精度，采

用ＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ积分以得到对角的质量

矩阵提高计算效率，但计算量和内存占用量仍然较

大．为了满足稳定性条件，用谱元法进行地震波数值

模拟时所需要的时间采样间隔会随着Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多

项式的阶数的增高而显著减小，导致计算量随之呈

指数增长［３３３４］．

有限元法由于能够很好地刻画复杂介质与结构

的几何模型和自然地满足自由边界条件，故在地震

学研究中也得到应用．１９８４年 Ｍａｒｆｕｒｔ
［１８］进行了传

统有限差分法和有限元法精度的对比研究．崔力科

等［２４］对有限元数值解的稳定性、精确度等问题做了

详细研究，求解了无阻尼地震模型、三维阻尼地震模

型的有限元数值解以及有限元偏移成像技术．王尚

旭［２５］（１９９０）利用有限元方法研究了双相各向同性

介质中弹性波的传播规律．Ｐａｄｏｖａｎｉ（１９９４）等
［１８］研

究了地震波有限元模拟中的低阶有限元和高阶有限

元法的精度．周辉和徐世浙
［２６］（１９９７）对各向异性介

质中波动方程的有限元数值解的稳定性做了深入探

讨．Ｓａｒｍａ
［４１］（１９９９）研究了弹性波传播的有限元模

拟的衰减吸收边界条件问题，给出了应用于有限元

法的无反射边界条件．柯本喜等
［２７］（２００１）使用三角

形和四边形联合有限元法，求解起伏地表下的标量

波波动方程．张美根和王妙月
［２８］（２００２）实现了各向

异性介质的有限元正演模拟、有限元偏移技术和有

限元参数反演技术．张剑锋等
［２９］（２００２）采用集中质

量矩阵实现了各向异性介质的弹性波有限元数值

解．马德堂和朱光明
［３１］（２００４）把有限元法和伪谱法

相结合，求解起伏地表下的弹性波动方程．黄自

萍［３２］等（２００４）采用区域分解算法，把有限元法与有

限差分法相结合进行起伏地表的数值模拟．

有限元方程形成的刚度矩阵是大型的稀疏矩

阵，完全存储需要巨大的内存空间．本文对刚度矩阵

采用压缩存储行（ＣＳＲ）格式
［４２４５］进行存储．由于在

时间推演过程中，只涉及到刚度矩阵与位移向量的

乘积，因此只需存储非零元素以节省计算机内存空

间、且同时减少浮点运算．经典的有限元方程中形成

的质量矩阵是非对角的一致质量矩阵，利用质量守

恒原理，把单元所有质量集中在单元节点上，以形成

对角的集中质量矩阵［１９，４６５０］以替代一致质量矩阵，

从而显式（显式有限元法）地递推避免求解大型稀疏

方程组，提高了有限元法数值模拟的计算效率．在时

间离散上采用保能量的Ｎｅｗｍａｒｋ格式以改善时间

差分精度［５１５４］．在地震学中，最近发展起来的谱元

法［３３４０］具有计算精度高的特点，但其计算量较大．

人工截断边界条件是波场模拟的一个重要方

６８０３
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面，前人为此做了大量的研究工作，并发展了多种边

界条件［５５９５］，其中以完全匹配吸收边界条件的吸收

效果最佳．为此本文在有限元法中发展了ＰＭＬ吸

收边界条件．在１９９４年，Ｂｅｒｅｎｇｅｒ针对电磁波传播

问题，引进了一种高效的最佳匹配层（ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ

ｍａｔｃｈｅｄｌａｙｅｒ，简称ＰＭＬ）吸收边界条件
［６１］，并在

理论和模型算例上证明了该方法可以较好地吸收来

自各个方向和各个频率的波［６２６３］，且不会产生明显

的边界虚假反射波．后来，Ｃｈｅｗ和Ｌｉｕ．
［６３］将ＰＭＬ

技术 引 入 到 弹 性 波 的 数 值 模 拟 中．Ｃｏｌｌｉｎｏ 和

Ｔｓｏｇｋａ
［６５］进一步把ＰＭＬ应用到各向异性非均匀

介质的地震波的波场模拟中；Ｆｅｓｔａ
［６７］针对各向同

性弹性介质情况，对ＰＭＬ离散波动方程的稳定性

进行了详细讨论，并推导了ＰＭＬ吸收边界条件的

理论反射系数公式；Ｂｅｃａｃｈｅｅｔａｌ．
［６８］在理论上讨论

了ＰＭＬ在各向异性情况下的稳定性问题．目前，

ＰＭＬ已经应用到很多领域，在声波
［６９７２］、弹性

波［７３７４］、黏弹性介质［７５］、双相孔隙弹性介质［７６７７］，各

向异性介质［７８］，面波频散［７９８０］等的数值模拟中并得

到了广泛的应用，并且ＰＭＬ不断地得到发展
［８１９４］

和改进［６４，９５］．在人工截断边界上，以变分
［９０］的形式

将ＰＭＬ吸收边界引入到有限元的方程组中去，取

得了良好的吸收效果．

本文首先在复数伸展坐标下，构建带ＰＭＬ吸

收的二阶弹性波动方程，通过在频率域引入４个中

间变量，然后将其变换到时间域以获取精确的表达

式，并组合到有限元方程组中得到相应的变分形式．

对刚度矩阵采用压缩存储行（ＣＳＲ）格式，以减少计

算量并节省内存；采用质量集中技术得到对角的质

量矩阵以提高有限元法（显式有限元）的计算效率；

时间离散采用保能量的Ｎｅｗｍａｒｋ算法以提高有限

元法的计算精度．接着，用拉梅问题
［９６］测试显式有

限元法的计算精度和本文构建的ＰＭＬ吸收边界条

件的有效性．最后，为了测试显式有限元法在起伏地

表模型中对面波和体波的计算精度（考虑地形对波

场的影响）［９７１０２］，设计一个起伏地表模型，在计算效

率和计算精度方面将其与谱元法进行对比研究．

２　复数伸展坐标下的弹性波动方程及

其ＰＭＬ吸收边界条件

Ｃｈｅｗ和Ｌｉｕ（１９９６）将ＰＭＬ吸收边界条件表述

为在频率域引入了伸展坐标系．为此，在复数伸展坐

标系下构建二阶弹性波动方程的ＰＭＬ吸收边界条件．

２．１　复数伸展坐标下的弹性波波动方程

二维各向同性介质中的弹性波波动方程［４９］为

ρ

２狌狓

狋
２ ＝


狓

λ＋２（ ）μ
狌狓

狓
＋λ
狌狕

［ ］狕 ＋

狓 μ

狌狕

狓
＋
狌狓

（ ）［ ］狕

ρ

２狌狕

狋
２ ＝


狓 μ

狌狕

狓
＋
狌狓

（ ）［ ］狕
＋

狓
λ
狌狓

狓
＋ λ＋２（ ）μ

狌狕

［ ］
烅

烄

烆 狕

， （１）

其中，ρ（狓，狕）为介质的密度；狌狓（狓，狕）和狌狕（狓，狕）分别是质点在水平方向和垂直方向的位移；狋是时间；λ和

μ为拉梅常数．

复数伸展坐标下的弹性波动方程为

　　　　　　

ρｉ（ ）ω
２犝狓 ＝

ｉω
ｉω＋犱狓（狓）


狓

λ＋２（ ）μ
ｉω

ｉω＋犱狓（狓）
犝狓

狓
＋λ

ｉω
ｉω＋犱狕（狕）

犝狕

［ ］狕
＋

ｉω
ｉω＋犱狕（狕）


狕 μ

ｉω
ｉω＋犱狓（狓）

犝狕

狓
＋

ｉω
ｉω＋犱狕（狕）

犝狓

（ ）［ ］狕

ρｉ（ ）ω
２犝狕 ＝

ｉω
ｉω＋犱狓（狓）


狓 μ

ｉω
ｉω＋犱狓（狓）

犝狕

狓
＋

ｉω
ｉω＋犱狕（狕）

犝狓

（ ）［ ］狕

＋
ｉω

ｉω＋犱狕（狕）

狕
λ

ｉω
ｉω＋犱狓（狓）

犝狓

狓
＋ λ＋２（ ）μ

ｉω
ｉω＋犱狕（狕）

犝狕

［ ］狕

烅

烄

烆
，

（２）

其中，ｉ为虚数单位；ω为角频率；犝狓，犝狕分别为狌狓，狌狕关于时间的傅里叶变换；犱狓（狓），犱狕（狕）为衰减系数，经

验值［６５］犱狓（狓）＝－（狀＋１）ｌｏｇ（犚）犞ｐ／（２δ）·（狓／δ）
狀，δ为ＰＭＬ层的厚度；狓为吸收层到计算区域边界的距离；

狀为控制衰减系数衰减快慢的常数，一般取２～３；犚为理论反射系数，一般取１．０×１０
－２
～１０

－６．

２．２　犘犕犔吸收边界条件

将公式（２）中的两式分别分裂为３项，并变换到时间域得到如下方程组：
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ρ狋＋犱狓（狓［ ］）２狌狓１ ＝

狓

λ＋２（ ）μ
狌狓

［ ］狓 ＋ρ狆狓狓，

ρ狋＋犱狓（狓［ ］） 狋＋犱狕（狕［ ］）狌狓２ ＝

狓
λ
狌狕

［ ］狕 ＋

狕
μ
狌狕

［ ］狓 ，

ρ狋＋犱狕（狕［ ］）２狌狓３ ＝

狕
μ
狌狓

［ ］狕 ＋ρ狆狓狕，

ρ狋＋犱狓（狓［ ］）狆狓狓 ＝－ λ＋２（ ）μ犱′狓（狓）
狌狓

狓

ρ狋＋犱狕（狕［ ］）狆狓狕 ＝－μ犱′狕（狕）
狌狓

狕

烅

烄

烆
．

（３）

ρ狋＋犱狓（狓［ ］）２狌狕１ ＝

狓

μ
狌狕

［ ］狓 ＋ρ狆狕狓，

ρ狋＋犱狓（狓［ ］） 狋＋犱狕（狕［ ］）狌狕２ ＝

狓

μ
狌狓

［ ］狕 ＋

狕
λ
狌狕

［ ］狓 ，

ρ狋＋犱狕（狕［ ］）２狌狕３ ＝

狕

λ＋２（ ）μ
狌狓

［ ］狕 ＋ρ狆狕狕，

ρ狋＋犱狓（狓［ ］）狆狕狓 ＝－μ犱′狓（狓）
狌狕

狓
，

ρ狋＋犱狕（狕［ ］）狆狕狕 ＝－ λ＋２（ ）μ犱′狕（狕）
狌狕

狕

烅

烄

烆
．

（４）

其中，狌狓 ＝狌狓１＋狌狓２＋狌狓３，狌狕 ＝狌狕１＋狌狕２＋狌狕３，狆狓狓，狆狓狕，狆狕狓，狆狕狕 为引入的中间变量．犱′狓（狓）＝犱狓（狓）／狓，

犱′狕（狕）＝犱狕（狕）／狕以变分形式表示在上述方程组中（见（９），（１０）式）．（３）和（４）式为含ＰＭＬ吸收边界条件

的弹性波波动方程，可以在时间上递推．在计算区域内，犱狓（狓）＝犱狕（狕）＝０，（３）和（４）式退化为无衰减的波

动方程；在吸收层内，犱狓（狓）≠０，犱狕（狕）≠０用以减弱人工边界处的虚假反射波．本文构建的ＰＭＬ吸收边界

条件仅需将位移分量分裂成３项，相比于Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ和Ｔｒｏｍｐ（２００３）构建的ＰＭＬ吸收边界条件把位移在

全局分裂成５项，在不降低计算精度的前提下节省内存空间．

２．３　有限元方程组

方程（３）和（４）相应的弱形式为

∫
Ω

ρ
２

狋狌狓１＋２犱狓（狓）狋狌狓［ ］１ φ狓ｄΩ＝∫
Γ

（λ＋２μ）
狌狓

狓φ
狓狀狓ｄΓ－∫Ω

（λ＋２μ）
狌狓

狓
φ狓

狓
－ρ狆狓狓φ［ ］狓 ｄΩ

－∫Ω
ρ犱

２
狓（狓）狌狓１φ狓ｄΩ，

∫
Ω

ρ
２

狋狌狓２＋ 犱狓（狓）＋犱狕（狕（ ））狋狌狓［ ］２ φ狓ｄΩ＝∫
Γ

λ
狌狕

狕
狀狓＋μ

狌狕

狓
狀［ ］狕φ狓ｄΓ－∫Ω

λ
狌狕

狕
φ狓

狓
＋μ
狌狕

狓
φ狓

［ ］狕 ｄΩ

－∫Ω
ρ犱狓（狓）犱狕（狕）狌狓２φ狓ｄΩ，

∫
Ω

ρ
２

狋狌狓３＋２犱狕（狕）狋狌狓［ ］３ φ狓ｄΩ＝∫
Ω

μ
狌狓

狕φ
狓狀狕ｄΓ－∫Ω

μ
狌狓

狕
φ狓

狕
－ρ狆狓狕φ［ ］狓 ｄΩ－∫Ω

ρ犱
２

狕
（狕）狌狓３φ狓ｄΩ，

∫Ω
ρ狋狆狓狓 ＋犱狓（狓）狆［ ］狓狓 φ狓ｄΩ＝－∫Ω

λ＋２（ ）μ犱′狓（狓）
狌狓

狓φ
狓ｄΩ，

∫Ω
ρ狋狆狓狕＋犱狕（狕）狆［ ］狓狕 φ狓犱Ω ＝－∫Ω

μ犱′狕（狕）
狌狓

狕φ
狓ｄΩ， （５）

∫
Ω

ρ
２

狋狌狕１＋２犱狓（狓）狋狌狕［ ］１ φ狕ｄΩ＝∫
Γ

μ
狌狕

狓φ
狕狀狓ｄΓ－∫Ω

μ
狌狕

狓
φ狕

狓
－ρ狆狕狓φ［ ］狕 ｄΩ－∫Ω

ρ犱
２

狓
（狓）狌狕１φ狕ｄΩ

∫
Ω

ρ
２

狋狌狕２＋ 犱狓（狓）＋犱狕（狕（ ））狋狌狕［ ］２ φ狕ｄΩ＝∫
Γ

μ
狌狓

狕
狀狓＋λ

狌狓

狓
狀［ ］狕φ狕ｄΓ－∫Ω

μ
狌狓

狕
φ狕

狓
＋λ
狌狓

狓
φ狕

［ ］狕 ｄΩ

－∫Ω
ρ犱狓（狓）犱狕（狕）狌狕２φ狕ｄΩ，
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　　∫Ω
ρ

２

狋狌狕３＋２犱狕（狕）狋狌狕［ ］３ φ狕ｄΩ＝∫Γ（λ＋２μ）
狌狕

狕φ
狕狀狕ｄΩ－∫Ω

（λ＋２μ）
狌狕

狕
φ狕

狕
－ρ狆狕狕φ［ ］狕 ｄΩ

－∫Ω
ρ犱

２

狕
（狕）狌狕３φ狕ｄΩ，

　　∫Ω
ρ狋狆狕狓 ＋犱狓（狓）狆［ ］狕狓 φ狕ｄΩ＝－∫Ω

μ犱′狓（狓）
狌狕

狓φ
狕ｄΩ，

　　∫Ω
ρ狋狆狕狕＋犱狕（狕）狆［ ］狕狕 φ狕ｄΩ＝－∫Ω

（λ＋２μ）犱′狕（狕）
狌狕

狕φ
狕ｄΩ， （６）

其中，Ω，Γ分别是计算区域及其边界；狀＝（狀狓，狀狕）
Ｔ为计算区域的边界的外法线向量；φ＝（φ狓，φ狕）

Ｔ为虚位

移向量．在ＰＭＬ边界上利用位移为０的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件，上边界处理为自由边界条件．

形成的有限元方程组为

犕
２
狋狌狓１＋２犆狓狋狌狓１ ＝犕狆狓狓 －犓狓１狌狓－犆狓狓狌狓１，

犕
２
狋狌狓２＋ 犆狓＋犆（ ）狕狋狌狓２ ＝－犓狓２狌狕－犆狓狕狌狓２，

犕
２
狋狌狓３＋２犆狕狋狌狓３ ＝犕狆狓狕－犓狓３狌狓－犆狕狕狌狓３，

犕狋狆狓狓 ＋犆狓狆狓狓 ＝－犓狓４狌狓，

犕狋狆狓狕＋犆狕狆狓狕 ＝－犓狓５狌狓

烅

烄

烆 ，

（７）

犕
２
狋狌狕１＋２犆狓狋狌狕１ ＝犕狆狕狓 －犓狕１狌狕－犆狓狓狌狕１，

犕
２
狋狌狕２＋（犆狓＋犆狕）狋狌狕２ ＝－犓狕２狌狓－犆狓狕狌狕２，

犕
２
狋狌狕３＋２犆狕狋狌狕３ ＝犕狆狕狕－犓狕３狌狕－犆狕狕狌狕３，

犕狋狆狕狓 ＋犆狓狆狕狓 ＝－犓狕４狌狕，

犕狋狆狕狕＋犆狕狆狕狕 ＝－犓狕５狌狕

烅

烄

烆 ，

（８）

其中，

　　　　　犕 ＝∫Ω
ρ 犖［ ］Ω Ｔ 犖［ ］Ω ｄΩ，　犆狓 ＝∫Ω

ρ犱狓（狓）犖［ ］Ω Ｔ 犖［ ］Ω ｄΩ，

犆狕 ＝∫Ω
ρ犱狕（狕）犖［ ］Ω Ｔ 犖［ ］Ω ｄΩ，　犆狓狓 ＝∫Ω

ρ犱
２
狓（狓）犖［ ］Ω Ｔ 犖［ ］Ω ｄΩ，

犆狕狕 ＝∫Ω
ρ犱

２
狕（狕）犖［ ］Ω Ｔ 犖［ ］Ω ｄΩ，　犆狓狕 ＝∫Ω

ρ犱狓（狓）犱狕（狕）犖［ ］Ω Ｔ 犖［ ］Ω ｄΩ，

犓狓１ ＝∑
Ω∫Ω犲

λ＋２（ ）μ 犅Ω［ ］狓
Ｔ 犅Ω［ ］狓 ｄΩ，

犓狓２ ＝∑
Ω∫Ω犲

｛λ犅Ω［ ］狓
Ｔ 犅Ω［ ］狕 ＋μ 犅

Ω［ ］狕
Ｔ 犅Ω［ ］狓 ｝ｄΩ，

犓狓３ ＝∑
Ω∫Ω犲

μ 犅
Ω［ ］狕

Ｔ 犅Ω［ ］狕 ｄΩ，

犓狓４ ＝∑
Ω∫Ω犲

λ＋２（ ）μ 犱狓（狓［ ］） 犖［ ］Ω Ｔ 犅Ω［ ］狓
Ｔ 犅Ω［ ］狓 ｄΩ，

犓狓５ ＝∑
Ω∫Ω犲

μ 犱狕（狕［ ］） 犖［ ］Ω Ｔ 犅Ω［ ］狕
Ｔ 犅Ω［ ］狕 ｄΩ

烅

烄

烆
，

（９）

犓狕１ ＝∑
Ω∫Ω犲

μ 犅
Ω［ ］狓

Ｔ 犅Ω［ ］狓 ｄΩ，

犓狕２ ＝∑
Ω∫Ω犲

μ 犅
Ω［ ］狓

Ｔ 犅Ω［ ］狕 ＋λ犅
Ω［ ］狕

Ｔ 犅Ω［ ］｛ ｝狓 ｄΩ，

犓狕３ ＝∑
Ω∫Ω犲

λ＋２（ ）μ 犅Ω［ ］狕
Ｔ 犅Ω［ ］狕 ｄΩ，

犓狕４ ＝∑
Ω∫Ω犲

μ 犱狓（狓［ ］） 犖［ ］Ω Ｔ 犅Ω［ ］狓
Ｔ 犅Ω［ ］狓 ｄΩ，

犓狕５ ＝∑
Ω∫Ω犲

λ＋２（ ）μ 犱狕（狕［ ］） 犖［ ］Ω Ｔ 犅Ω［ ］狕
Ｔ 犅Ω［ ］狕 ｄΩ

烅

烄

烆
，

（１０）
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犖［ ］Ω 是计算区域内的形函数；犅Ω［ ］狓 和 犅
Ω［ ］狕 分别是

在计算区域内形函数关于狓和狕的导数；∑
Ω

表示

在二（三）维情况下对计算区域的面（体）单元进行求

和；∫Ωｅ

表示在二（三）维情况下对计算区域的面

（体）单元进行积分．

（７）和（８）各式具有的一般形式为

犕ü＋犆狌
·
＋犓狌＝犳， （１１）

其中，犕 为质量矩阵，犆为阻尼矩阵，犳为荷载向量；

狌
·和ü分别表示位移对时间的一、二阶导数．

３　显式有限元法

３．１　矩阵的稀疏存储

有限元形成的刚度矩阵是一个大型的稀疏矩

阵，全部存储需要很大的内存空间．本文采用稀疏矩

阵的压缩存储行（ＣＳＲ）格式只需存储其非零元素，

故大大减少了所需存储空间．在时间推演过程中，由

于只涉及到矩阵与向量的乘积，因而这种稀疏存储

格式同时可以减少计算量．对于稀疏矩阵只需用三

个一维数组存储其非零元素［４２４５］．

３．２　集中质量矩阵

经典有限元方程组中的质量矩阵为非对角的，

称为一致质量矩阵．根据质量守恒原理，把单元上的

质量集中分配在单元节点上，将一致质量矩阵转化

为对角的集中质量矩阵［４６５０］．对于一致质量矩阵

犕 ＝犿犻犼，其中α＝∑
狀

犻＝１
∑
狀

犼＝１

犿犻犼，β＝∑
狀

犻＝１

犿犻犻，狀为质量

矩阵的阶数．相应的集中质量矩阵为，犿犻犼 ＝α犿犻犼δ犻犼／β，

其中δ犻犼是Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒｄｅｌｔａ符号，重复的哑元不代表

求和运算．

　

犿１１ 犿１２ 犿１３

犿２１ 犿２２ 犿２３

犿３１ 犿３２ 犿

熿

燀

燄

燅３３ ｅ

→
α

β

犿１１ ０ ０

０ 犿２２ ０

０ ０ 犿

熿

燀

燄

燅３３

．（１２）

当然，用集中质量矩阵代替一致质量矩阵是一

种近似计算，本文将在４．１—４．２节中验证其计算精

度．由于集中质量矩阵是对角的，可以与谱元法一样

在时间上进行显式的递推（因而称为显式有限元

法）．不再像经典有限元方法，需要求解大型的稀疏

代数方程组，故大大地提高了计算效率．在附录 Ａ

中，我们讨论了本文所采用的集中质量矩阵与一致

质量矩阵之间的差异，其频散分析参见文献［１０３１０６］．

３．３　时间离散———犖犲狑犿犪狉犽算法

Ｎｅｗｍａｒｋ算法
［５１］最初由Ｎｅｗｍａｒｋ提出（１９５９），

是一种时间积分算法，具有保能量的特性（当β＝０，

γ＝１／２时）．该算法将点（狌
狀，狌

·狀）更新到点（狌狀＋１，狌
·狀＋１）．

对于（１１）式，其Ｎｅｗｍａｒｋ算法的实现
［５１５４］过程如下：

　

狌狀＋１ ＝狌
狀
＋Δ狋狌

·狀
＋Δ狋

２ ０．５－（ ）β犪
狀
＋β犪

狀＋［ ］１ ，

狌
·狀＋１
＝狌

·狀
＋Δ狋 １－（ ）γ犪

狀
＋γ犪

狀＋［ ］１ ，

犪狀＋１ ＝犕
－１
犳－犆狌

·狀
－犓狌（ ）狀

烅

烄

烆 ．

（１３）

其中，狀为时间步数，犪为加速度．当γ＜１／２是能量

消耗的；γ ＞１／２是能量增长的；当且仅当β＝０，

γ＝１／２为保能量的．

４　数值算例

４．１　拉梅问题

用拉梅问题［９６］对显示有限元法的计算精度进

行测试，模型尺寸为２０００ｍ×１０００ｍ的均匀介质；

纵波速度２０００ｍ／ｓ，横波速度为１１５０ｍ／ｓ，密度为

２０００ｋｇ／ｍ
３．震源为１５Ｈｚ的雷克子波（垂向集中

力源），位于点（１０００ｍ，－５０ｍ）处．显式有限元法

的计算区域和吸收层均被剖分成非结构化的三角形

网格，最大边长为１０．３９ｍ，最小边长为１．１０ｍ，共

有１７０５８１个单元，８６３４７个节点（含边界），采用一

阶线性插值；吸收层厚度为１００ｍ （谱元法仅有两

个单元），理论反射系数犚取５．０×１０－２；上边界为

自由边界条件，左、右、下边界为ＰＭＬ吸收边界条

件．时间采样为０．５ｍｓ，共模拟到２．５ｓ．谱元法的

计算区域和吸收层均被剖分成结构化的四边形网

格，边长为５０ｍ，共４４×２２个单元，采用７阶插值，

形成４７８９５个 ＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ积分节点

（含边界）；其他参数与有限元法相同．

图１（ａ—ｂ）为检波点（１８００ｍ，０ｍ）处的水平位

移分量（ａ）和垂直位移分量（ｂ）的地震记录；图１

（ｃ—ｄ）为检波点（２０００ｍ，０ｍ）处的地震记录．其

中，红线为解析解，绿线为７阶谱元法的计算结果，

蓝线为显式有限元法计算的结果．从图１可以看到，

显式有限元法和谱元法（ＳＥＭ）都能对体波和面波

进行较精确的模拟．同时，本文构建的ＰＭＬ吸收边

界条件也取得了良好的吸收效果，没有来自人工截

断边界的明显的虚假反射波．

图２是显式有限元法在０～２．５ｓ时间段内的

动能、势能和总能量变化曲线．在０．１ｓ到０．６ｓ时

间段内，地震波的动能、势能和总能量随着时间几乎

是守恒的．在０．５８ｓ之后，体波逐渐传出计算区域，

总能量递减近５１３０Ｊ左右；在１．０ｓ之后，面波也逐

０９０３
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图１　检波点（１８００ｍ，０ｍ）和（２０００ｍ，０ｍ）处的地震记录

（ａ）和（ｂ）分别是（１８００ｍ，０ｍ）处的狓和狕位移分量；（ｃ）和（ｄ）分别是（２０００ｍ，０ｍ）处的狓和狕

位移分量；红线为解析解，绿线为７阶谱元法的结果，蓝线为显式有限元法的结果．

Ｆｉｇ．１　Ｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒｓａｔｐｏｉｎｔ（１８００ｍ，０ｍ）ａｎｄ（２０００ｍ，０ｍ）

（ａ，ｂ）ａｒｅｔｈｅｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｉｎ狓ａｎｄ狕ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒａｔｐｏｉｎｔ（１８００ｍ，０ｍ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；（ｃ，ｄ）ａｒｅｔｈｅｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｉｎ狓

ａｎｄ狕ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒａｔｐｏｉｎｔ（２０００ｍ，０ｍ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｒｅｄｌｉｎｅｓｄｅｎｏｔｅｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ；ｇｒｅｅｎｌｉｎｅｓｄｅｎｏｔｅｒｅｓｕｌｔｓ

ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅＳＥＭｗｉｔｈｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｄｅｇｒｅｅ７；ｂｌｕｅｌｉｎｅｓｄｅｎｏｔｅｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔＦＥＭ．

图２　能量随时间的变化曲线

红线为动能，蓝线为势能，绿线是总能量．

Ｆｉｇ．２　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｅｎｅｒｇｙｅｖｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｇｒｏｗｉｎｇｏｆｔｉｍｅ

Ｒｅｄｌｉｎｅｆｏｒｔｈｅｋｉｎｅｔｉｃｅｎｅｒｇｙ；Ｂｌｕｅｌｉｎｅｆｏｒｔｈｅ

ｐｏｔｅｎｔｉａｌｅｎｅｒｇｙ；Ｇｒｅｅｎｌｉｎｅｆｏｒｔｈｅｔｏｔａｌｅｎｅｒｇｙ．

渐传出计算区域，能量迅速衰减至０．可见，ＰＭＬ吸

收边界条件是有效的．

４．２　起伏地表模型

为了验证显式有限元法在复杂模型中的计算精

度，以及本文构建的ＰＭＬ吸收边界条件在复杂模

型中的吸收效率，用图３所示的起伏地表模型进行

测试．模型横向长度为３０００ｍ，纵向延伸至１０００ｍ

深，地表最大高程为４００ｍ．模型上层介质的纵波速

度为２０００ｍ／ｓ，横波速度为１３００ｍ／ｓ，质量密度为

２０００ｋｇ／ｍ
３；下层纵波速度为２８００ｍ／ｓ，横波速度

为１４７３ｍ／ｓ，质量密度为２５００ｋｇ／ｍ
３．震源位于

（１５００ｍ，０ｍ）处，为１５Ｈｚ的雷克子波（爆炸源）．

图３　起伏地表模型

三角形代表检波器的位置．

Ｆｉｇ．３　Ａｍｏｄｅｌｗｉｔｈｉｒｒｅｇｕｌａｒｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ

Ｔｒｉａｎｇｌｅｓｄｅｎｏｔｅｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒｓ．

　　显式有限元法的计算区域和吸收层均被剖分成

非结构化的三角形网格，最大边长为１０．４１ｍ，最小

边长为２．１８ｍ，共有３２４５７７个单元，１６３４９７个节点

（含边界），采用一阶线性插值；吸收层厚度为２００ｍ，理

论反射系数 犚 取５．０×１０－２，时间采样间隔为

０．５ｍｓ，共模拟到６ｓ．谱元法的计算区域和吸收层

均被剖分成非结构化的四边形网格，最大边长为

８９．６７ｍ，最小边长为１０．０７ｍ，共２７１９个单元，形

成１３４３７３个ＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ积分节点（含

边界）；采用７阶插值，由于稳定性要求，时间采样间

隔取为０．１ｍｓ．由于谱元法具有较高的精度，其数

值解是可靠的．为此，以谱元法的数值解作为参考以

考查显式有限元法的计算精度．
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图４　不同时刻垂直位移分量的波场快照

（ａ，ｃ，ｅ）谱元法；（ｂ，ｄ，ｆ）显式有限元法．从上到下依次是０．４ｓ，０．８ｓ和１．０ｓ时刻的波场快照．

Ｆｉｇ．４　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｉｎｓｔａｎｔｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｌｅｆｔｃｏｌｕｍｎｐｈｏｔｏｓ：ｔｈｅＳＥＭ （ａ，ｃ，ｅ）；Ｒｉｇｈｔｃｏｌｕｍｎｐｈｏｔｏｓ：ｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔＦＥＭ （ｂ，ｄ，ｆ）．Ｆｒｏｍｔｏｐｔｏｂｏｔｔｏｍ，

ｓｎａｐｓｈｏｔｓａｔ０．４ｓ，０．８ｓａｎｄ１．０ｓｔｉｍｅｉｎｓｔａｎｔａｒｅｓｈｏｗｎ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

　　图４分别是０．４ｓ（ａ—ｂ）、０．８ｓ（ｃ—ｄ）和１．０ｓ

（ｅ—ｆ）时刻的波场快照图．其中，（ａ，ｃ，ｅ）是谱元法

模拟的结果；（ｂ，ｄ，ｆ）是显式有限元模拟的结果，两

者的主要波场信息是非常一致的．从图中可见，０．４ｓ

时刻谱元法和显式有限元法的波场快照并无差异，

然而随着时间的推移，波场快照上有微小的差异（箭

头所指示的位置）．追踪波场快照可以发现，这些差异

均为来自于与起伏地表和物性界面有关的反射波等．

图５分别是谱元法（ａ）和显式有限元法（ｂ）计算

的垂直位移分量合成地震图．从合成地震图可见，显

式有限元法与谱元法模拟得到的主要波场信息是非

常一致的，但是从波场快照上能发现微小的差异．

图６是检波点（２５００ｍ，３１６．５ｍ）处的水平和

垂直位移分量的地震记录．从图中可以看到，在短时

程内，显式有限元法与谱元法的结果非常一致，随着

时间的推进，两者的偏差增大（２．５ｓ以后）；但是两

者的主要波场信息是非常一致的．两者在２．５ｓ之

前的振幅差异可能是由于所使用的多项式的阶数

（即计算精度）不同造成的，而尾波的差异可能主要

是起伏地表和物性界面的网格离散的差异（谱元法

使用的网格更粗）导致的，当然计算精度的差异也可

能有一定的贡献（见图４）．

４．３　计算效率对比

本文对显式有限元法与谱元法的刚度矩阵均采

用上述的ＣＳＲ稀疏存储格式．分别编制显式有限元

法和谱元法的串行程序，并在同一台电脑（ｌｅｎｏｖｏ

ＴｈｉｎｋＣｅｎｔｒｅＭ８３００ｔ）上运行．

表１统计了显式有限元法和谱元法计算４．１节

表１　犆犘犝耗时统计

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狊狋犪狋犻狊狋犻犮犳狅狉犆犘犝狋犻犿犲犮狅狀狊狌犿犻狀犵

方法

均匀模型 起伏地表层状模型

ＣＰＵ耗时（ｓ） 总步数（步数）
平均每步耗时

（ｓ／步）
ＣＰＵ耗时（ｓ） 总步数（步数）

平均每步耗时

（ｓ／步）

ＳＥＭ １４０．９５４ ５００１ ０．０２８１９ ４２７１．９９６ ６０００１ ０．０７１２０

ＦＥＭ ９０．９６７ ５００１ ０．０１８１９ ３９９．０３５ １２００１ ０．０３３２５
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图５　垂直位移的合成地震图

（ａ）谱元法；（ｂ）显式有限元法．

Ｆｉｇ．５　Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

（ａ）ＴｈｅＳＥＭ；（ｂ）ＴｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔＦＥＭ．

图６　检波点（２５００ｍ，３１６．５ｍ）处的地震记录

（ａ）水平位移；（ｂ）垂直位移；绿线为谱元法，红线为显式有限元法．

Ｆｉｇ．６　Ｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒａｔｐｏｉｎｔ（２５００ｍ，３１６．５ｍ）

（ａ）Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔ；（ｂ）Ｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔ．

Ｇｒｅｅｎｌｉｎｅｓ：ｔｈｅＳＥＭ；Ｒｅｄｌｉｎｅｓ：ｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔＦＥＭ．

表２　内存占用情况统计

犜犪犫犾犲２　犜犺犲狊狋犪狋犻狊狋犻犮犳狅狉犿犲犿狅狉狔狅犮犮狌狆犪狋犻狅狀

方法

均匀模型 起伏地表层状模型

质量矩阵＋
阻尼矩阵

（ＭＢ）

刚度矩阵

（ＭＢ）

解向量＋中

间变量数组

（ＭＢ）

网格信息＋

ＣＳＲ辅助数

组（ＭＢ）

总内存消耗

（ＭＢ）

质量矩阵＋
阻尼矩阵

（ＭＢ）

刚度矩阵

（ＭＢ）

解向量＋中

间变量数组

（ＭＢ）

网格信息＋

ＣＳＲ辅助数

组（ＭＢ）

总内存消耗

（ＭＢ）

ＳＥＭ ０．３５ ７６．０３ ２．５７ １６．６７ ９５．６２ １．０３ ２１６．５７ ７．４１ ４６．４０ ２７１．４１

ＦＥＭ ０．６０ １１．４５ ７．５２ ６．８６ ２６．４３ １．３５ ２３．５６ ９．４４ １４．２０ ４８．５５

中的均匀模型和４．２节中带起伏地表的层状模型的

ＣＰＵ耗时以及平均每步耗时．从表１可见，显式有

限元法的计算速度是７阶谱元法的２倍左右，这个

比值在均匀模型中约为１．５．

表２是对上述两个模型的内存占用情况的统

计．为了使两者达到相当的计算精度，显式有限元法
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需要的网格更细，因而显式有限元法的质量矩阵所

消耗的内存量大于谱元法的．谱元法在单元内部需

要插入ＧＬＬ节点，随着阶数的增高，内存占用量呈

指数增加［３３３４］，因而它的刚度矩阵的内存消耗远远

大于显式有限元法的．从总的内存占用情况来看，谱

元法的内存消耗大于显式有限元法，即显式有限元

法的内存占用量仅为谱元法（７阶）的１／４～１／６．显

见，谱元法是一种计算量和内存需求密集型的算法，

因而计算效率低于显式有限元法，但是在长时程的

数值模拟中它的计算精度高于显式有限元法的．然

而，权衡考虑计算效率和计算精度，对于不考虑精细

结构的大尺度模拟，显式有限元法是一种较好的方法．

５　讨　论

正如上述，在短时程数值模拟中，显式有限元法

可以获得与谱元法相当的结果．但是，随着时间的推

移，两者的差异增大．我们分析，导致这种差异的原

因有如下几个：（１）两者所使用的网格的差异，有限

元法使用三角形网格，而谱元法使用四边形网格，而

且四边形网格的边长远远大于三角形网格的，这在

自由地表和内部的物性边界的离散上存在较大的差

异；（２）两者的计算精度的差异；（３）来自边界的弱

反射等．其中，第一个原因可能是主要的，由于两者

使用的网格差异，使得地表和物性界面附近的波场

采样点不能完全重合．特别是，四边形网格刻画起伏

地表不如三角形网格灵活（水平地表不存在这种差

异，见图１）．随着时间的推移，致使来自尖锐网格点

的散射波，以及由于局部网格离散的不同引起的反

射波场的差异被体现出来．当然，第二个原因也有一

定的贡献，由于两者的计算精度的差异，也会导致这

种偏差，这体现在２．５ｓ以前的记录上．为了减小两

者的差异，可以提高有限元法的插值阶数，减小谱元

法在起伏地表和内部物性界面附近的网格剖分的尺

寸．当然，这会成倍地增加谱元法模拟的总时间，因

为使用的网格更精细，稳定性条件更苛刻，时间采样

间隔需要取得更小．

６　结　论

本文构建了二阶弹性波动方程变分形式的

ＰＭＬ吸收边界条件，并对有限元法和谱元法的刚度

矩阵采用压缩存储行（ＣＳＲ）格式进行稀疏存储，在

时间离散上采用 Ｎｅｗｍａｒｋ积分算法．数值试验表

明，本文提出的ＰＭＬ吸收边界条件能对来自边界

的虚假反射波进行较好的吸收（谱元法中仅需两个

单元），而不产生明显的反射波．谱元法和显式有限

元法的对比实验表明，在计算精度相近的情况下，显

式有限元法的计算速度为谱元法（７阶）的２倍左

右，而内存占用量仅为谱元法（７阶）的１／４～１／６．由

于谱元法使用高阶的多项式，具有较高的精度；而显

式有限元法使用低阶多项式，且采用质量集中这种

近似获取对角矩阵以提高计算效率，在长时程的计

算中两者有一定的差异．相比于谱元法所使用的四

边形网格，显式有限元法使用的三角形网格则更加

灵活，并能够非常容易地刻画更加复杂的几何模型．

权衡考虑两者的计算效率和计算精度，对于不考虑

精细结构的大尺度模拟，显式有限元法不失为一种

很好的近似．

附录Ａ

一致质量矩阵与集中质量矩阵的关系如下：

犿１１ 犿１２ 犿１３

犿２１ 犿２２ 犿２３

犿３１ 犿３２ 犿

熿

燀

燄

燅３３ ｅ

→
α

β

犿１１ ０ ０

０ 犿２２ ０

０ ０ 犿

熿

燀

燄

燅３３

， （Ａ１）

　　（１）在有限元中，每个单元中的密度是均匀的，

一致质量矩阵的各个元素有如下的关系：

犿犮１ ＝

犿１１ 犿１２ 犿１３

犿２１ 犿２２ 犿２３

犿３１ 犿３２ 犿

熿

燀

燄

燅３３ ｅ

＝

犿１１ 犿１１／２ 犿１１／２

犿１１／２ 犿１１ 犿１１／２

犿１１／２ 犿１１／２ 犿

熿

燀

燄

燅１１ ｅ

．

（Ａ２）

其中，犿１１＝ρ犑／６，ρ为质量密度，犑为三角形的面积．

对于一个单元，其质量矩阵为表达式（Ａ２），则

相对误差矩阵为：

ε［ ］１ ＝
狓－狓



狓
＝ （犿－

１
犮 －犿

－１
犾 ）犿犮 ＝

１／２ －１／４ －１／４

－１／４ １／２ －１／４

－１／４ －１／４ １／

熿

燀

燄

燅２

， （Ａ３）

　　（２）对于两个单元，其质量矩阵为（当ρ２犑２／ρ１犑１ ＝γ２１）：
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犿犮２ ＝

犿１１ 犿１１／２ 犿１１／２ ０

犿１１／２ （１＋γ２１）犿１１ （１＋γ２１）犿１１／２ γ２１犿１１／２

犿１１／２ （１＋γ２１）犿１１／２ （１＋γ２１）犿１１ γ２１犿１１／２

０ γ２１犿１１／２ γ２１犿１１／２ γ２１犿

熿

燀

燄

燅１１ ｅ

， （Ａ４）

相对误差矩阵为：

ε［ ］２ ＝

１

２
－
１

４
－
１

４
０

－
１

４（１＋γ２１）
１

２
－
１

４
－

γ２１
４（１＋γ２１）

－
１

４（１＋γ２１）
－
１

４

１

２
－

γ２１
４（１＋γ２１）

０ －
１

４
－
１

４

熿

燀

燄

燅
０

， （Ａ５）

其中，犑为雅可比矩阵的行列式的绝对值，即三角形单元的面积．

（３）对于三个单元，其质量矩阵为（当ρ３犑３／ρ１犑１ ＝γ３１）：

犿犮３ ＝

犿１１ 犿１１／２ 犿１１／２ ０ ０

犿１１／２ （１＋γ２１＋γ３１）犿１１ （１＋γ２１）犿１１／２ （γ２１＋γ３１）犿１１／２ γ３１犿１１／２

犿１１／２ （１＋γ２１）犿１１／２ （１＋γ２１）犿１１ γ２１犿１１／２ ０

０ （γ２１＋γ３１）犿１１／２ γ２１犿１１／２ （γ２１＋γ３１）犿１１ γ３１犿１１／２

０ γ３１犿１１／２ ０ γ３１犿１１／２ γ３１犿

熿

燀

燄

燅１１ ｅ

， （Ａ６）

其误差矩阵

ε［ ］３ ＝

１

２
－
１

４
－
１

４
０ ０

－
１

４（１＋γ２１＋γ３１）
１

２
－

（１＋γ２１）

４（１＋γ２１＋γ３１）
－

（γ２１＋γ３１）

４（１＋γ２１＋γ３１）
－

γ３１
４（１＋γ２１＋γ３１）

－
１

４（１＋γ２１）
－
１

４

１

２
－

γ２１
４（１＋γ２１）

０

０ －
１

４
－

γ２１
４（γ２１＋γ３１）

１

２
－

γ３１
４（γ２１＋γ３１）

０ －
１

４
０ －

１

２

熿

燀

燄

燅
１

２

． （Ａ７）

　　可见，误差矩阵的每行元素的求和为０，这意味

着如果剖分的网格尺寸较小，误差会相互抵消．因

此，显式有限元的计算精度与网格尺寸有关，网格尺

寸越小越精确．
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