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摘　要　谱元法结合了有限元法的灵活性和谱方法的指数收

敛性，高效且高精度，是近年来发展的一种重要的地震波场数

值模拟方法．经典的谱元法采用四边形（六面体）网格，利用一

维ＧａｕｓｓＬｅｇｅｎｄｒｅＬｏｂａｔｔｏ（ＧＬＬ）积分的张量积得到对角的质

量矩阵，以大大提高计算效率，但是四边形（六面体）网格不能

够灵活地刻画复杂的几何模型的弯曲界面．为此，在谱元法中

引入三角形（四面体）网格到二维（三维）是十分必要的．不同于

经典的谱元法，在非结构化网格中不能使用ＧＬＬ积分的张量

积，使得非结构化网格的谱元法的实现存在着诸多的困难．目

前，比较流行的三角网格谱元法，通过使用 Ｋｏｏｒｎｗｉｎｄｅｒ

Ｄｕｂｉｎｅｒ（ＫＤ）正交多项式，并正交化这些ＫＤ多项式构建基函

数，同时利用重合的插值节点和积分节点以获取对角的质量矩

阵；它所使用的积分点为优化的点集———Ｆｅｋｅｔｅ点，且这些积

分点能与四边形网格完全耦合．相比于四边形，三角网格谱元

法能显著提高复杂模型的描述能力，对起伏地表模型有很大优

势．本文引入高效的最佳匹配层（ＰＭＬ）吸收边界条件，并通过

数值试验将三角网格谱元法与经典的谱元法进行对比研究．相

比于经典的谱元法，三角网格谱元法显著缺点为较低的计算精

度．对于７阶谱元，为了能够精确地模拟面波，三角网格谱元法

需要在每个最短的面波波长内至少有１１个采样点，然而经典

的谱元法仅需４个采样点，并且前者所需的内存量约为后者的

５．５倍．
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犓犲狔狑狅狉犱狊　ｔｈｅＳＥＭｂａｓｅｄｏｎｔｒｉａｎｇｌｅｓ（ＴＳＥＭ）；ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ
ｓｔｏｒｅｒｏｗ（ＣＳＲ）ｆｏｒｍａｔ；ＰＭＬａｂｓｏｒｂｉｎｇｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ；
Ｎｅｗｍａｒｋ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ； ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ；
ＫｏｏｒｎｗｉｎｄｅｒＤｕｂｉｎｅｒ（ＫＤ）ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ；Ｆｅｋｅｔｅｐｏｉｎｔｓ

０　前　言

地震波数值模拟是认识地震波传播规律的重要手段，在

研究地球内部结构和实际资料的处理与解释方面均发挥着

重要的作用．目前，比较常用的方法有，有限差分法（Ａｌｆｏｒｄ

犲狋犪犾．，１９７４；Ｋｅｌｌｙ犲狋犪犾．，１９７６；Ｇｒａｖｅｓ，１９９６；兰海强等，

２０１１；刘少林等，２０１３）、伪谱法（Ｆｏｒｎｂｅｒｇ，１９８８；Ｃａｒｃｉｏｎｅ

ａｎｄＷａｎｇ，１９９３；ＴｅｓｓｍｅｒａｎｄＫｏｓｌｏｆｆ，１９９４）、有限元法

（Ｋｕｏ犲狋犪犾．，１９８２；Ｐａｄｏｖａｎｉ犲狋犪犾．，１９９４；Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ犲狋

犪犾．，１９９６；Ｒｉｃｈｔｅｒ，１９９６；Ｚｈａｎｇ犲狋犪犾．，２００２）、谱元法

（ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＶｉｌｏｔｔｅ，１９９８；ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＴｒｏｍｐ，

１９９９，２００２ａ，ｂ；Ｃｈａｌｊｕｂ犲狋犪犾．，２００７；王秀明等，２００７；

Ｔｒｏｍｐ犲狋犪犾．，２００８；王童奎等，２００８；汪文帅等，２０１２）、有

限体积法（ＤｏｒｍｙａｎｄＴａｒａｎｔｏｌａ，１９９５）等．有限差分法具有

编程简单，计算效率高等特点，但是数值频散严重且难以处

理起伏地表和自由边界条件（Ｖｉｒｉｅｕｘ，１９８４，１９８６；Ｌａｎ犲狋

犪犾．，２０１１；ＬａｎａｎｄＺｈａｎｇ，２０１２）．伪谱法（Ｃａｒｃｉｏｎｅａｎｄ

Ｗａｎｇ，１９９３）是一种全局的方法，具有计算精度高和数值频

散小的特点，但是在强非均匀介质的边界处会出现计算不稳

定的现象，它与有限差分法一样，具有难以处理起伏地表和

自由边界条件之不足．经典的有限元法克服了大部分这些缺

点（Ｓｍｉｔｈ，１９７５，１９８０；Ｍａｒｆｕｒｔ，１９８４），可适应于任意复杂

的几何模型，能够自然地满足自由边界条件（地表的牵引力

为零），但仍为低阶的近似，具有计算量大和占用内存大等缺

点．谱元法（ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＶｉｌｏｔｔｅ，１９９８）与有限元法类似，

通过采用ＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ（ＧＬＬ）积分以得到对角的

质量矩阵提高计算效率，为高阶的有限元法并具有较高的计

算精度，但计算量和内存占用量仍然较大．

目前，基于四边形网格的谱元法（即经典的谱元法），它

结合了低阶的有限元法的灵活性和谱方法的指数收敛性，因

其高精度、高效性、弱频散等优点在地震学中得到了广泛的

应用（ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＴｒｏｍｐ，２００２ａ，ｂ）．谱元法通过求解

波动方程的弱形式，能够适应起伏的地表保持物性的不连续

性，并且能够精确地满足自由边界条件（Ｓｅｒｉａｎｉ犲狋犪犾．，

１９９２；Ｐｒｉｏｌｏ犲狋犪犾．，１９９４；Ｆａｃｃｉｏｌｉ犲狋犪犾．，１９９７；Ｐａｏｌｕｃｃｉ犲狋

犪犾．，１９９９）．在每个单元上，ＧＬＬ插值节点与积分节点重合，

利用［－１，１］上的勒让德正交多项式在ＧＬＬ点上构造基函

数，积分则是基于一维ＧＬＬ积分的张量积（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄ

Ｖｉｌｏｔｔｅ，１９９８）．上述特殊的正交多项式和插值节点的选择

导致对角的质量矩阵，大大提高计算效率，具有与有限差分

一样的高效性，可以在时间上显式递推．然而，由于非等间距

的插值节点（向两端集中）的使用，致使经典的谱元法所要求

的时间步长更小（相比于等间距网格），导致总的时间步数显

著增加（ＣａｒｃｉｏｎｅａｎｄＷａｎｇ，１９９３；ｄｅＢａｓａｂｅａｎｄＳｅｎ，

２０１０；ＭａｚｚｉｅｒｉａｎｄＲａｐｅｔｔｉ，２０１２）．由于四边形网格不能够

灵活地刻画复杂的几何模型，为了能够较精确地刻画起伏地

表，则需要在地表附近加密网格，这进一步使得稳定性条件

变得更加苛刻，使得所需的总时间步数大大增加．

为了克服四边形网格不能够灵活刻画复杂几何模型的

缺点，许多学者做了大量的工作，力图在谱元法中使用三角

形（四面体）单元（ＨｏｒｎａｎｄＪｏｈｎｓｏｎ，１９８５；Ｄｕｂｉｎｅｒ，１９９３；

ＳｈｅｒｗｉｎａｎｄＫａｒｎｉａｄａｋｉｓ，１９９５；ＣｈｅｎａｎｄＢａｂｕｋａ，１９９５，

１９９６；ＷｉｎｇａｔｅａｎｄＢｏｙｄ，１９９６；ＴａｙｌｏｒａｎｄＷｉｎｇａｔｅ，１９９８；

Ｈｅｓｔｈａｖｅｎ犲狋犪犾．，１９９８；ＫａｒｎｉａｄａｋｉｓａｎｄＳｈｅｒｗｉｎ，１９９９；

ＨｅｓｔｈａｖｅｎａｎｄＴｅｎｇ，２０００；Ｂｏｓ犲狋犪犾．，２００１；Ｔａｙｌｏｒ犲狋

犪犾．，２００７；Ｂｒｉａｎｉ犲狋犪犾．，２０１２）．类似于四边形网格，三角网

格谱元法需要解决插值多项式、插值节点和数值积分三个首

要问题．三角网格谱元法使用［－１，１］区间上有限维空间的

ＫｏｏｒｎｗｉｎｄｅｒＤｕｂｉｎｅｒ（ＫＤ）正交多项式（Ｄｕｂｉｎｅｒ，１９９３），共

有犖狋＝（犖＋１）（犖＋２）／２个ＫＤ多项式，其中犖为阶数．不

同于经典的谱元法，犖狋个有限维的插值多项式并非每个都

达到犖 阶（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ犲狋犪犾．，２００１），仅仅最高阶数达到犖．

为了利用ＫＤ多项式在［－１，１］区间上的正交性质，需要引

入坍塌 （ＫａｒｎｉａｄａｋｉｓａｎｄＳｈｅｒｗｉｎ，１９９９；Ｐａｓｑｕｅｔｔｉａｎｄ

Ｒａｐｅｔｔｉ，２００４）坐标变换（ｃｏｌｌａｐｓｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍ），将

参考三角形变换成参考四边形，积分则是在变换后的参考四

边形中完成的．然而，这种坐标变换会导致插值节点向三角

形的一个顶点集中，而且该顶点成为插值多项式的奇异点．

目前，插值节点主要有Ｆｅｋｅｔｅ点（ＴａｙｌｏｒａｎｄＷｉｎｇａｔｅ，

１９９８；Ｂｏｓ犲狋犪犾．，２００１；Ｔａｙｌｏｒ犲狋犪犾．，２００７；Ｂｒｉａｎｉ犲狋犪犾．，

２０１２），最小二乘点（ＣｈｅｎａｎｄＢａｂｕｋａ，１９９５，１９９６）和最小

能量电静态点法（Ｈｅｓｔｈａｖｅｎ，１９９８；ＨｅｓｔｈａｖｅｎａｎｄＴｅｎｇ，

２０００）．Ｈｏｒｎ和Ｂｏｓ等证明（ＨｏｒｎａｎｄＪｏｈｎｓｏｎ，１９８５；Ｂｏｓ犲狋

犪犾．，２００１），在三角形的三个边上，Ｆｅｋｅｔｅ点即为ＧＬＬ点，并

且Ｆｅｋｅｔｅ点具有最优的插值属性，能够与四边形很好地耦

合（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ犲狋犪犾．，２００１）．犖狋个Ｆｅｋｅｔｅ插值点被定义为

使广义范德蒙德矩阵犞 的行列式 犞 获得最大值的点集

（ＴａｙｌｏｒａｎｄＷｉｎｇａｔｅ，１９９８），其中犞的元素为狏犻犼＝φ犼（狕犻），

狕犻为犖狋个Ｆｅｋｅｔｅ点．Ｆｅｋｅｔｅ点不依赖于多项式的选取，多

项式的变化仅仅导致 犞 的变化，差异仅为一个常数．在计

算这些Ｆｅｋｅｔｅ点的过程中，力图使 犞 获得最大化，以避免

矩阵犞奇异（ＴａｙｌｏｒａｎｄＷｉｎｇａｔｅ，１９９８）．插值节点的选取至

关重要，选取不好会导致数值解振荡（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ犲狋犪犾．，

２００１）．Ｐａｓｑｕｅｔｔｉ等人的研究表明（ＰａｓｑｕｅｔｔｉａｎｄＲａｐｅｔｔｉ，

２００４），三角网格谱元法的条件数随阶数的增长速度远比经

典的谱元法快．通常，Ｆｅｋｅｔｅ点仅仅在低阶情况下有解析表

达式，高阶情况下需要通过最优化的方法获取数值解

（ＴａｙｌｏｒａｎｄＷｉｎｇａｔｅ，１９９８；Ｂｏｓ犲狋犪犾．，２００１；Ｔａｙｌｏｒ犲狋

犪犾．，２００７；Ｂｒｉａｎｉ犲狋犪犾．，２０１２）．本文使用的Ｆｅｋｅｔｅ点来自

Ｂｒｉａｎｉ等人的工作（Ｂｒｉａｎｉ犲狋犪犾．，２０１２）（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．
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　２０１４，２９（４） 刘有山，等：三角网格谱元法地震波场数值模拟　（ｗｗｗ．ｐｒｏｇｅｏｐｈｙｓ．ｃｎ）

ｍａｔｈ．ｕｎｉｐｄ．ｉｔ／～ａｌｖｉｓｅ／ｓｅｔｓ．ｈｔｍｌ）．

为了获取对角的质量矩阵，需要在上述多项式的基础上

构造基函数犼（狓犻），使其具有拉格朗日性质，即犼（狓犻）＝δ犻犼．

然而，这样的基函数纯粹是为了插值近似构建的，而并非为

积分而精确设计的，因此会导致计算精度的下降

（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ犲狋犪犾．，２００１）．值得指出的是，当插值阶数高于

８阶时，积分权重出现负值，这导致计算不稳定（Ｗｉｎｇａｔｅａｎｄ

Ｂｏｙｄ，１９９６）．特殊地，当插值阶数为２时，对应于三角形顶

点的积分权重为０，产生不可逆的质量矩阵，导致二阶的三

角网格谱元法不可用．

在计算量方面，Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ等在简单模型中将三角网格

谱元法与经典的谱元法做了对比研究（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ犲狋犪犾．，

２００１）．在每个单元上单个导数的计算，经典的谱元法需要

２犖＋１次浮点操作，而三角网格谱元法却需要（犖＋１）（犖＋

２）－１次浮点操作，两者的计算量的比值约为犖／２．可见，随

着阶数的增加，三角网格谱元法的计算量将成倍增加．然而，

相比于四边形网格，三角形网格具有更好的灵活性，因此在

谱元法中使用三角形网格是有必要的（Ｐａｓｑｕｅｔｔｉａｎｄ

Ｒａｐｅｔｔｉ，２００４，２００６，２０１０；Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ犲狋犪犾．，２００１）．

本文对三角网格谱元法的基本原理和一些细节问题进

行详细地论述，并引入压缩存储行（ＣＳＲ）格式对谱元法的刚

度矩阵进行稀疏存储（Ｐｅｔｅｒ，１９８９；Ｂａｒｒｅｔｔ犲狋犪犾．，１９９４；

Ｋｅｌｌｅｙ，１９９５；Ｓａａｄ，２０００），以减少计算量并节省内存；对时

间离散采用保能量的 Ｎｅｗｍａｒｋ算法（Ｎｅｗｍａｒｋ，１９５９；

Ｋａｎｅ犲狋犪犾．，１９９９；Ｗｅｓｔ犲狋犪犾．，１９９９；ＫｒｙｓｌａｎｄＥｎｄｒｅｓ，

２００４）以提高其计算精度；将高效的ＰＭＬ吸收边界条件

（Ｃｈｅｗ ａｎｄ Ｌｉｕ，１９９６；Ｃｏｌｌｉｎｏ ａｎｄ Ｔｓｏｇｋａ，２００１；

ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＴｒｏｍｐ，２００３；Ｍａｒｔｉｎ犲狋犪犾．，２００８；刘有山

等，２０１２，２０１３）以变分的形式综合到弹性波动方程的弱形

式中以压制来自人工边界的虚假反射波．用拉梅问题

（Ｋｈｕｎ，１９８５）对显式有限元法（刘有山等，２０１３）、经典的谱

元法和三角网格谱元法的计算精度、计算效率、内存使用量

等方面进行对比研究，并验证ＰＭＬ吸收边界条件（刘有山

等，２０１３）的有效性．最后，在起伏地表模型中，就上述三个

方面将三角网格谱元法与显式有限元法进行进一步的对比

研究．

１　弹性波动方程的弱形式

二维弹性波动方程为

ρ狌
··
＝

Δ

：犮：

Δ

狌＋犳， （１）

其中，ρ（狓）表示介质的质量密度；狌为质点位移向量；狌
·· 表示

质点的加速度项；犮为弹性张量；犳为体力项；σ＝犮：

Δ

狌为应

力张量；“：”表示张量积．

初始条件为

狌狓，（ ）０ ＝狌０（）狓

狏狓，（ ）０ ＝狏０（）｛ 狓
， （２）

其中，狌０（狓）为初始位移；狏０（狓）为初始速度；狓为空间位置

坐标．

对（１）式的两端乘以虚位移在求解区域进行积分，并利

用分部积分可以得到相应的波动方程的弱形式（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ

ａｎｄＶｉｌｏｔｔｅ，１９９８）为

∫
Ω

ρ狑·狌
··
ｄ狓＋∫

Ω

Δ

狑：犮：

Δ

狌ｄ狓＝∫
Ω

狑·犳ｄ狓＋∫
Γｉｎｔ

狑·犜ｄΓ＋

　∫
Γｅｘｔ

狑·狋ｄΓ． （３）

相应的，初始条件有：

∫
Ω

ρ狑·狌狓，（ ）０ｄ狓＝∫
Ω

ρ狑·狌０（）狓ｄ狓

∫
Ω

ρ狑·狏狓，（ ）０ｄ狓＝∫
Ω

ρ狑·狏０（）狓ｄ

烅

烄

烆 狓

． （４）

在地震波场数值模拟中，Γｉｎｔ，Γｅｘｔ分别为自由边界条件

和人工边界条件；在自由边界条件上，外力犜＝σ·狀为常数

０；在人工边界条件上需要特殊处理以压制来自人工边界的

虚假反射波（刘有山等，２０１３）．

离散后的弹性波动方程可以形成如下的常微分方程组：

犕狌
··
＋犆狌

·
＋犓狌＝犉， （５）

其中，犕，犆，犓分别为质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵；犉为

载荷向量．

２　三角网格谱元法

与有限元法类似，谱元法需要将整个计算区域剖分成

犖ｅｌ个互不重叠的有限个单元Ω犲，并在每个单元上用局部的

多项式逼近未知函数．

２．１　三角网格谱元法的映射关系

为了实现单元上的数值积分，需要将每个单元Ω犲 通过

可逆变换犉犲：Ω犲→Λ将其映射到标准区域Λ．不同于经典的

谱元法，三角网格谱元法的数值积分，首先将物理区域（图

１ａ）通过可逆映射将其变换到单位三角形参考区域（即边长

为１的等腰直角三角形，见图１ｂ）．由于三角网格谱元法的

基函数是在［－１，１］区间上正交的，为了实现单元上的数值

积分还需要通过坍塌坐标变换将三角形参考区域（图１ｂ）进

一步映射到［－１，１］２的四边形参考区域（图１ｃ）．

图１　三角网格谱元法的映射关系示意图

（ａ）物理区域；（ｂ）三角形参考区域；（ｃ）四边形参考区域．

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｐｈｙｓｉｃａｌ

ｅｌｅｍｅｎｔａｎｄｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｅｌｅｍｅｎｔｆｏｒ

ｔｈｅＳＥＭｂａｓｅｄｏｎｔｒｉａｎｇｕｌａｒｅｌｅｍｅｎｔｓ（ＴＳＥＭ）
（ａ）Ｔｈｅｐｈｙｓｉｃａｌｄｏｍａｉｎ；（ｂ）Ｔｈｅｔｒｉａｎｇｕｌａｒ

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｄｏｍａｉｎ；（ｃ）Ｔｈｅｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌｄｏｍａｉｎ．

物理区域与参考区域之间的可逆映射关系为

狓（ξ，η）＝∑

狀犪

犪＝１

犖犪（ξ，η）狓犪， （６）

其中，犖犪，狓犪为第犪个形函数和空间坐标．参考三角形区域

到参考四边形区域的坐标映射关系为

狉＝
２ξ＋η－１
１－η

狊＝２η

烅
烄

烆 －１

， （７）

７１７１
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其中，（ξ，η）为三角形参考区域中的坐标，（狉，狊）为四边形参

考区域中的坐标；映射到四边形参考区域后，网格点主要集

中在下三角区域，而且顶点（１，１）点并未取到（见图１ｃ）．

２．２　三角网格谱元法的插值多项式及其积分权重

为了能够在每个单元上用采样点处的波场值来近似局

部波场，需要以这些采样点为节点选取一定的多项式逼近未

知的波场值．在三角网格谱元法中，插值基函数是基于ＫＤ

正交多项式构建的，公式为

狆（ξ，η）＝∑

犖狋

犽＝１

犮狆犽φ犽（ξ，η）， （８）

其中，φ犽（犻，犼）＝
（２犻＋１）（犻＋犼＋１）

槡 ２
犑０
，０
犻
２ξ＋η－１
１－

（ ）
η

犑２犻＋１
，０

犼 （２η

－１）（１－η）
犻 为ＫＤ正交多项式（ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＴｒｏｍｐ，

２００１；ＰａｓｑｕｅｔｔｉａｎｄＲａｐｅｔｔｉ，２００４，２００６），０≤犻，犼≤犖，且０

≤犻＋犼≤犖，共有犖狋＝（犖＋１）（犖＋２）／２个，犖为阶数．为了

书写上的方便，简记∑
犖

犻＝０
∑
犖－犻

犼＝０

为∑

犖狋

犽＝１

，这里犽（犻，犼）＝犻×（犻＋

１）／２＋犼＋１；犑α
，β
犻 （ξ）为带参数 α，（ ）β 的雅可比多项式，犑

０，０
犻 （ξ）

即为犻阶的勒让德多项式，犑α
，β
犻 （ξ）可以通过递推公式计算

（ＣａｎｕｔｏａｎｄＨｕｓｓａｉｎｉ犲狋犪犾．，２００７），其中η＝１为坍塌坐标

变换引入的奇异点．犮狆犽 是正交系数，为广义范德蒙德矩阵犞

的逆矩阵的第狆列．这里，φ犼（ξ犻，η犻）为ＫＤ正交多项式，犼
（ξ犻，η犻）为基函数．可以证明，ＫＤ多项式是在区间［－１，１］上

相互正交（ＣａｎｕｔｏａｎｄＨｕｓｓａｉｎｉ犲狋犪犾．，２００７）．

广义范德蒙德矩阵为

犞＝

φ１＝１（０，０）（ξ１，η１）φ２＝２（０，１）（ξ１，η１）… φ犖狋＝犖狋（犖，０）（ξ１，η１）

φ１＝１（０，０）（ξ２，η２）φ２＝２（０，１）（ξ２，η２）… φ犖狋＝犖狋（犖，０）（ξ２，η２）

   

φ１＝１（０，０）（ξ２，η２）φ２＝２（０，１）（ξ犖狋，η犖狋）…φ犖狋＝犖狋（犖，０）（ξ犖狋，η犖狋

熿

燀

燄

燅）

，

（９）

其中，φ犼（ξ犻，η犻）为第犼个ＫＤ多项式在（ξ犻，η犻）处的函数值；且

满足犼（ξ犻，η犻）＝犞犞
－１（犞－１表示犞的逆矩阵），这样能保证最

终形成的质量矩阵为对角的（见１１式）．为了保证该广义范

德蒙德矩阵犞不奇异，这些插值节点的选取尤为重要，选取

不好导致振荡的数值解．Ｆｅｋｅｔｅ点则是这样一类优化的点集

（Ｔａｙｌｏｒ犲狋犪犾．，１９９８，２００７），它能使矩阵犞的行列式取得最

大值．

从ＫＤ多项式的表达式可见，（ξ，η）＝（０，１）为其奇异

点，其一阶导数需要分为４类进行分别讨论，详见附录Ａ．

每个单元上的积分通过数值积分来完成．对于上述的基

函数，相应的积分权重为

ω犻＝
槡２
４
（犞－１）１犻， （１０）

其中，（犞－１）１犻为广义范德蒙德矩阵犞的逆矩阵的第一行元

素，详细证明请见附录Ｂ．

２．３　三角网格谱元法的数值积分

与经典的谱元法类似，通过构造上述的基函数和插值节

点，利用重合的插值节点和积分节点性质形成对角的质量矩

阵．三角网格谱元法的对角质量矩阵为

∫
Ω

狑·ρ狌ｄ狓＝∑
犖

狆＝０

ω狆（狑ρ狌）狆 犑狆

＝∑

犖狋

犽＝１

ω犽 犑（ξ犽，η犽）∑

犖狋

犻＝１

狑犻φ犻（ξ犽，η犽）∑

犖狋

犼＝１
ρ犼φ犼（ξ犽，η犽）

＝∑

犖狋

犽＝１

ω犽狑犽ρ犽狌犽 犑（ξ犽，η犽） ， （１１）

其中，犽（犻，犼）＝犻×（犻＋１）／２＋犼＋１是为了书写上的方便引入

的简记符号．从（１１）式可见，三角网格谱元法的质量矩阵为

对角的，这里重复的哑元不表示求和运算．

对于刚度矩阵，这里以∫
Ω

λ＋２（ ）μ
狑
狓
狌
狓
ｄ狓为例：

∫
Ω

λ＋２（ ）μ
狑
狓
狌
狓
ｄ狓＝∑

犖狋

犽＝１

ω犽 （λ＋２μ）
狑
狓
狌


［ ］
狓 犽

犑犽

＝∑

犖狋

犽＝１

ω犽 犑（ξ犽，η犽）∑

犖狋

犻＝１

狑犻
犻（ξ犽，η犽）

ξ

ξ
狓
＋
犻（ξ犽，η犽）

η

η
［ ］狓 ·

　∑

犖狋

犼＝１

（λ＋２μ）犼狌犼
犼（ξ犽，η犽）

ξ

ξ
狓
＋
犼（ξ犽，η犽）

η

η
［ ］狓 ． （１２）

可见，相比于经典的谱元法，三角网格谱元法的刚度矩

阵是相对稠密，其计算量约为经典谱元法的 Ｎ／２倍

（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ犲狋犪犾．，２００１）．

２．４　犘犕犔吸收边界条件

在目前发展起来的众多边界条件中，以ＰＭＬ边界条件

的吸收性能较好．为此，本文采用如下的吸收边界条件，并以

变分形式应用到三角网格谱元法中，相应的变分形式请详见

文献（刘有山等，２０１３）．

ρ狋＋犱狓（狓［ ］）２狌狓１＝

狓

λ＋２（ ）μ
狌狓
［ ］狓 ＋ρ狆狓狓

ρ狋＋犱狓（狓［ ］） 狋＋犱狕（狕［ ］）狌狓２＝

狓
λ
狌狕
［ ］狕 ＋


狕μ

狌狕
［ ］狓

ρ狋＋犱狕（狕［ ］）２狌狓３＝

狕μ

狌狓
［ ］狕 ＋ρ狆狓狕

ρ狋＋犱狓（狓［ ］）狆狓狓＝－ λ＋２（ ）μ犱′狓（狓）
狌狓
狓

ρ狋＋犱狕（狕［ ］）狆狓狕＝－μ犱′狕（狕）
狌狓


烅

烄

烆 狕

，

（１３）

ρ狋＋犱狓（狓［ ］）２狌狕１＝

狓μ

狌狕
［ ］狓 ＋ρ狆狕狓

ρ狋＋犱狓（狓［ ］） 狋＋犱狕（狕［ ］）狌狕２＝

狓μ

狌狓
［ ］狕 ＋


狕
λ
狌狕
［ ］狓

ρ狋＋犱狕（狕［ ］）２狌狕３＝

狕

λ＋２（ ）μ
狌狓
［ ］狕 ＋ρ狆狕狕

ρ狋＋犱狓（狓［ ］）狆狕狓＝－μ犱′狓（狓）
狌狕
狓

ρ狋＋犱狕（狕［ ］）狆狕狕＝－ λ＋２（ ）μ犱′狕（狕）
狌狕


烅

烄

烆 狕

，

（１４）

其中，狌狓＝狌狓１＋狌狓２＋狌狓３，狌狕＝狌狕１＋狌狕２＋狌狕３，狆狓狓，狆狓狕，狆狕狓，狆狕狕

为引入的中间变量．犱狓（狓）＝－（狀＋１）ｌｏｇ（犚）犞狆／（２δ）·（狓／

δ）狀，δ为犘犕犔层的厚度；狓为吸收层到计算区域边界的距

离；狀为控制衰减系数变化快慢的常数，一般取２～３；犚为理

论反射系数，一般取１．０×１０－２～１０－６．犱′狓（狓）＝犱狓（狓）／狓，

犱′狕（狕）＝犱狕（狕）／狕以变分形式综合到上述方程组中．（１３）

和（１４）式为含犘犕犔吸收边界条件的弹性波波动方程，可以

在时间上递推．在计算区域内，犱狓（狓）＝犱狕（狕）＝０，（１３）和

８１７１



　２０１４，２９（４） 刘有山，等：三角网格谱元法地震波场数值模拟　（ｗｗｗ．ｐｒｏｇｅｏｐｈｙｓ．ｃｎ）

（１４）式退化为无衰减的波动方程；在吸收层内，犱狓（狓）≠０，

犱狕（狕）≠０用以减弱人工边界处的虚假反射波．本文构建的

ＰＭＬ吸收边界条件仅需将位移分量分裂成３项，相比于

Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ和Ｔｒｏｍｐ（２００３）构建的ＰＭＬ吸收边界条件

（ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＴｒｏｍｐ，２００３）把位移在全局分裂成５项，在

不降低计算精度的前提下节省内存空间．

３　数值算例

３．１　犘犕犔边界条件有效性验证

为了验证本文的ＰＭＬ边界条件的有效性，分别用

Ｓａｒｍａ边界条件（ＳａｒｍａａｎｄＭａｌｌｉｃｋ犲狋犪犾．，１９９９）和ＰＭＬ边

界条件，采用７阶的三角网格谱元法进行波场模拟．模型尺

寸为２０００ｍ×１０００ｍ的均匀介质；纵波速度２０００ｍ／ｓ，横

波速度为１１５０ｍ／ｓ，瑞雷面波的速度为１０５８ｍ／ｓ；密度为

２０００ｋｇ／ｍ３．震源为１０Ｈｚ的雷克子波（垂向集中力源），位

于点（１０００ｍ，－５０ｍ）处．网格尺寸为２５ｍ（等腰直角三角

形的腰长），ＰＭＬ吸收层厚度为５０ｍ（仅两个谱单元），Ｒ取

０．００１．

图２为１．０ｓ时刻的垂直位移分量的波场快照图，其中

图２ａ为经典的Ｓａｒｍａ边界条件的结果，图２ｂ为本文的

ＰＭＬ边界条件的结果．可见，图２ａ中存在明显的边界虚假

反射波．图３为（１８００ｍ，０ｍ）处的水平和垂直分量的地震

记录，可以看到本文的ＰＭＬ边界条件取得较好的吸收效果，

而Ｓａｒｍａ边界条件存在严重的边界虚假反射波．从图３ａ可

见，Ｓａｒｍａ边界条件导致面波的数值解存在一定的振幅偏差

（０．７ｓ左右）．

图２　狋＝１．０ｓ时刻的垂直分量的波场快照图

（ａ）Ｓａｒｍａ边界条件；（ｂ）ＰＭＬ边界条件；×表示震源；三角形表示检波器．

Ｆｉｇ．２　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｔ狋＝１．０ｓｔｉｍｅｉｎｓｔａｎｔ

（ａ），（ｂ）ａｒｅｔｈｅｓｎａｐｓｈｏｔｓｍｏｄｅｌｅｄｂｙｔｈｅＳａｒｍａａｎｄＰＭＬｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；

ｔｈｅｃｒｏｓｓｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｓｅｉｓｍｉｃｓｏｕｒｃｅ，ｔｈｅｔｒｉａｎｇｌｅｓｄｅｎｏｔｅｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒｓ．

图４　谱元法使用的网格

（ａ）经典的谱元法所使用的网格；（ｂ）三角网格谱元法所使用的网格．

Ｆｉｇ．４　ＭｅｓｈｅｓｕｓｅｄｂｙｔｈｅＳＥＭ

（ａ）ＭｅｓｈｆｏｒｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌＳＥＭ；（ｂ）ＭｅｓｈｆｏｒｔｈｅＳＥＭｂａｓｅｄｏｎｔｒｉａｎｇｌｅｓ（ＴＳＥＭ）．

３．２　拉梅问题

用拉梅问题（Ｋｈｕｎ，１９８５）对三角网格谱元法（ＴＳＥＭ）

的计算精度进行测试，模型尺寸为２０００ｍ×１０００ｍ的均匀

介质；纵波速度２０００ｍ／ｓ，横波速度为１１５０ｍ／ｓ，瑞雷面波

的速度为１０５８ｍ／ｓ；密度为２０００ｋｇ／ｍ３．震源为１５Ｈｚ的雷

克子波（垂向集中力源），位于点（１０００ｍ，－５０ｍ）处．显式有

限元法的计算区域和吸收层均被剖分成非结构化的三角形

网格，最大边长为１０．５９ｍ，最小边长为１．３６ｍ，共有

１７２，９５１个单元，８７，４２１个节点（含边界层），采用一阶线性

插值；吸收层厚度为１００ｍ（仅两个谱单元），理论反射系数

Ｒ取５．０×１０－３；上边界为自由边界条件，左、右、下边界为

ＰＭＬ吸收边界条件（刘有山等，２０１３）；时间采样为０．５ｍｓ，

共模拟到２．５ｓ．经典的谱元法的计算区域和吸收层均被剖

分成结构化的四边形网格，边长为５０ｍ，共４４×２２个单元，

采用７阶插值，形成４７，８９５个ＧＬＬ积分节点（含边界）．对

于雷克子波，截止频率为２．５犳０（犳０ 为子波主频）．因为面波

的最短波长为２８．２ｍ，在一个波长内平均有４个采样点．相

应地，Ｐ波有７．５个采样点，Ｓ波有４．３个采样点；其它参数

与有限元法相同．三角网格谱元法的计算区域和吸收层均被

剖分成结构化的三边形网格，其网格是将上述的四边形网格
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图３　检波点（１８００ｍ，０ｍ）处的地震记录
（ａ）水平分量；（ｂ）垂直分量；红线为解析解；蓝线为ＰＭＬ边界条件的结果；绿线为Ｓａｒｍａ边界条件的结果．

Ｆｉｇ．３　Ｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒｓａｔｐｏｉｎｔ（１８００ｍ，０ｍ）
（ａ），（ｂ）ａｒｅｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒａｔｐｏｉｎｔ（１８００ｍ，０ｍ）；
ｒｅｄｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；ｂｌｕｅｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅＰＭＬｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ；

ｇｒｅｅｎｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅＳａｒｍａｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．

图５　检波点（１８００ｍ，０ｍ）和（２０００ｍ，０ｍ）处的地震记录
（ａ）和（ｂ）分别为检波点（１８００ｍ，０ｍ）处的狓和狕分量的位移，（ｃ）和（ｄ）分别为检波点（２０００ｍ，０ｍ）处的狓和狕分量的位移；

红线为解析解，蓝线为显式有限元法，绿线为７阶经典的谱元法，黑线为７阶三角网格谱元法．
Ｆｉｇ．５　Ｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒｓａｔｐｏｉｎｔ（１８００ｍ，０ｍ）ａｎｄ（２０００ｍ，０ｍ）

（ａ），（ｂ）ａｒｅｔｈｅ狓ａｎｄ狕ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒａｔｐｏｉｎｔ（１８００ｍ，０ｍ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；
（ｃ），（ｄ）ａｒｅｔｈｅ狓ａｎｄ狕ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒａｔｐｏｉｎｔ（２０００ｍ，０ｍ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
ｒｅｄｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；ｂｌｕｅｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅＦＥＭ；ｇｒｅｅｎｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅ

ｃｌａｓｓｉｃａｌＳＥＭ（ＳＥＭ）ｗｉｔｈｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｄｅｇｒｅｅ７；ｂｌａｃｋｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅ
ＳＥＭｂａｓｅｄｏｎｔｒｉａｎｇｌｅ（ＴＳＥＭ）ｗｉｔｈｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｄｅｇｒｅｅ７．

图６　检波点 （２０００ｍ，０ｍ）处的地震记录
（ａ）和（ｂ）分别是边长为２５ｍ的狓和狕分量的位移，（ｃ）和（ｄ）分别是边长为１６．６７ｍ的狓和狕分量的位移；

红线为解析解，蓝线为显式有限元法，绿线为７阶经典的谱元法，黑线为７阶三角网格谱元法．
Ｆｉｇ．６　Ｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒｓａｔｐｏｉｎｔ（２０００ｍ，０ｍ）

（ａ），（ｂ）ａｒｅｔｈｅ狓ａｎｄ狕ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｓｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒｗｉｔｈａｌｅｎｇｔｈｏｆｓｉｄｅｏｆ２５ｍａｔｐｏｉｎｔ（１８００ｍ，０ｍ），
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；（ｃ），（ｄ）ａｒｅｔｈｅ狓ａｎｄ狕ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｓｅｉｓｍｉｃｒｅｃｏｒｄｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｏｍｒｅｃｅｉｖｅｒｗｉｔｈａｌｅｎｇｔｈｏｆｓｉｄｅｏｆ１６．６７ｍａｔｐｏｉｎｔ
（２０００ｍ，０ｍ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．ｒｅｄｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ；ｂｌｕｅｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔＦＥＭ；ｇｒｅｅｎｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌ
ＳＥＭ（ＳＥＭ）ｗｉｔｈｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｄｅｇｒｅｅ７；ｂｌａｃｋｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅＳＥＭｂａｓｅｄｏｎｔｒｉａｎｇｌｅ（ＴＳＥＭ）ｗｉｔｈｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｄｅｇｒｅｅ７．
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一分为二，即单元为等腰直角三角形，其他参数不变．图４是

经典的谱元法（ａ）和三角网格谱元法所使用的网格（ｂ）．为了

定量计算在每个最短波长内的采样点数，这里使用的三角网

格是将（ａ）中的四边形一分为二（即剖分成等腰直角三角

形），从而保证纵横方向上节点数目相同，灰色区域为ＰＭＬ

吸收层．

图５ａ～ｂ为检波点（１８００ｍ，０ｍ）处的水平位移分量（ａ）

和垂直位移分量（ｂ）的地震记录；图５ｃ～ｄ为检波点（２０００

ｍ，０ｍ）处的地震记录．其中，绿线为７阶经典的谱元法的计

算结果，黑线为７阶三角网格谱元法的计算结果，红线为解

析解，蓝线为显式有限元法计算的结果．从图５可以看见，７

阶三角网格谱元法（ＴＳＥＭ）的数值解存在显著的振幅和相

位误差，这归因于其较低的计算精度．ＰＭＬ吸收边界条件取

得了良好的吸收效果，没有来自人工截断边界的明显虚假反

射波．对于三角网格谱元法，由于其计算精度较低，导致

ＰＭＬ的吸收性能也随之下降（见图５ａ，ｃ）．

图８　狋＝１．０ｓ时刻垂直位移分量的波场快照
（ａ）显式有限元法；（ｂ）三角网格谱元法．

Ｆｉｇ．８　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔｔｉｍｅ狋＝１ｓ
（ａ）ＴｈｅｓｎａｐｓｈｏｔｏｆｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔＦＥＭ；（ｂ）ＴｈｅｓｎａｐｓｈｏｔｏｆｔｈｅＴＳＥＭ．

图７　起伏地表模型

三角形代表检波器的位置（间隔１０个检波器）．

Ｆｉｇ．７　Ａｍｏｄｅｌｗｉｔｈｉｒｒｅｇｕｌａｒｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ

Ｔｒｉａｎｇｌｅｓｄｅｎｏｔｅｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒｓ（ｅｖｅｒｙ１０ｒｅｃｅｉｖｅｒｓａｒｅｓｈｏｗｎ）．

为了使三角网格谱元法获得具有与经典谱元法相当的

计算精度，我们分别将等腰直角三角形的两腰长取为２５ｍ

（图６ａ，ｂ，ＴＳＥＭ１）和１６．６７ｍ（图６ｃ，ｄ，ＴＳＥＭ２），受稳定

性条件的限制，时间步长分别为０．２５ｍｓ和０．１ｍｓ．等腰直

角三角形的两腰长为２５ｍ时，在一个面波的最短波长内，平

均有７．９个采样点．相应地，Ｐ波有１４．９个采样点，Ｓ波有

８．６个采样点．两腰长为１６．６７ｍ时，面波平均有１１．８个采

样点，Ｐ波有２２．４个采样点，Ｓ波有１２．９个采样点．检波点

（２０００ｍ，０ｍ）处的水平（ａ，ｃ）和垂直分量（ｂ，ｄ）位移如图６

所示．从图６（ａ）～（ｄ）可见，当等腰直角三角形的两腰长为

２５ｍ时，三角网格谱元法依然存在较大的振幅误差，相位误

差较小；当两腰长为１６．６７ｍ时，三角网格谱元法获得与经

典谱元法相当的计算精度．同样，显式有限元法也具有较高

的精度．为此在下面的起伏地表模型中将显式有限元法的数

值解作为参考以验证三角网格谱元法的计算精度．

３．３　起伏地表模型

为了验证三角网格谱元法在复杂起伏地表模型中的计

算精度，以及ＰＭＬ吸收边界条件的性能，用图７所示的起伏

地表模型进行进一步测试．模型横向长度为４０００ｍ，纵向延

伸至２０００ｍ，地表最大高程为５００ｍ．模型上层介质的纵波

速度为２０００ｍ／ｓ，横波速度为１３００ｍ／ｓ，质量密度为２０００

ｋｇ／ｍ３；下层纵波速度为２８００ｍ／ｓ，横波速度为１４７３ｍ／ｓ，质

量密度为２５００ｋｇ／ｍ３．震源位于（２０００ｍ，０ｍ）处，为１０Ｈｚ

的雷克子波（垂向集中力源）．为了避免由于插值阶数和网格

剖分的不同而带来的差异，这里我们在完全相同的网格中将

三阶的三角网格谱元法与三阶的显式有限元法进行对比．在

每个单元中，两者具有相等数目的插值节点（１０个）．模型被

剖分成２４７，８４１个三角形单元，共有１２４，８４８个节点（包含

ＰＭＬ吸收层），ＰＭＬ吸收层为２００ｍ，时间采样间隔为０．２

ｍｓ，波传播到１０ｓ．

图８分别是１．５ｓ时刻的三阶显式有限元法（ａ）和三阶

三角网格谱元法（ｂ）的垂直位移分量的波场快照．从图中可

见，波场较为复杂，尤其来自自由表面的反射波及多次反射

波非常发育．比较容易识别的震相有瑞雷面波（Ｒ）、透射的Ｐ

波（Ｔｐ）、直达的Ｓ波（Ｓ）以及在自由地表反射一次的Ｓ波

（Ｓｓ）．尽管两者使用相同的网格、相同阶数的插值多项式，但

是两种方法计算的波场快照在箭头所指的位置存在微小的

差别，这主要归因于两者在计算精度上的差异．

图９分别是三阶显式有限元法和三角网格谱元法在起

伏地表模型中计算的水平（ａ）和垂直分量（ｂ）的合成地震图，
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图９　合成地震图（间隔２０个检波器）
（ａ）水平分量；（ｂ）垂直分量．

红线为显式有限元法；黑线为三角网格谱元法

Ｆｉｇ．９　Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｏｆｔｈｅ狓ａｎｄ狕ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ（ｅｖｅｒｙ２０ｒｅｃｅｉｖｅｒｓａｒｅｓｈｏｗｎ）

ｆｉｇｕｒｅａｉｓｔｈｅ狓ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ；ｆｉｇｕｒｅｂｉｓｔｈｅ狕ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ；ｒｅｄｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅ

ｓｙｎｔｈｅｔｉｃｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｏｆｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔＦＥＭ；ｂｌａｃｋｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｙｎｔｈｅｔｉｃｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｏｆｔｈｅＴＳＥＭ．

图１０　地表２０００ｍ处的地震记录
（ａ）水平分量；（ｂ）垂直分量．

红线为显式有限元法；黑线为三角网格谱元法
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红线为有限元法的结果，黑线为谱元法的结果．为了显示的

方便，检波器的间隔为２０道．从图９可见，两者对体波的模

拟几乎具有相当的精度，主要差异体现在振幅上（尤其面

波），相位误差较小．图１０为三阶显式有限元法（ａ）和三阶三

角网格谱元法（ｂ）在地表２０００ｍ处的地震记录．从图中可

见，两者的数值解具有很好的一致性．

３．４　计算效率对比

本文引入ＣＳＲ稀疏存储格式，对显式有限元法和三角

网格谱元法的刚度矩阵采用稀疏存储．上述方法的串行程序

在同一台电脑（ｌｅｎｏｖｏＴｈｉｎｋＣｅｎｔｒｅＭ８３００ｔ）上运行，并记录

下其ＣＰＵ耗时及其内存使用情况．

表１统计了上述方法计算３．２中的均匀模型和３．３中

带起伏地表的层状模型的ＣＰＵ耗时以及平均每步耗时．从

表１可见，当节点数目相等，三角网格谱元法的计算速度略

慢于经典谱元法的，然而为了获取与经典谱元法相当的计算

精度，需要缩小网格间距和时间采样步长，它的总ＣＰＵ耗时

为经典谱元法的２５倍之多．其中，三角网格谱元法１，２分

别表示等腰直角三角形的两腰长为２５ｍ和１６．６７ｍ．

表１　犆犘犝耗时统计

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狊狋犪狋犻狊狋犻犮犳狅狉犆犘犝狋犻犿犲犮狅狀狊狌犿犻狀犵

方法

均匀模型 起伏地表层状模型

ＣＰＵ耗时

（ｓ）
总步数

（步数）
平均每步耗时

（ｓ／步）
ＣＰＵ耗时

（ｓ）
总步数

（步数）
平均每步耗时

（ｓ／步）

显式有限元法 ９０．９７ ５，００１ ０．０１８１９ １０８２１．０１ ５０，００１ ０．２１６４２

经典的谱元法 １４０．９５ ５，００１ ０．０２８１９ — — —

三角网格谱元法 １５５．０９ ５，００１ ０．０３１０１ １０８３０．０６ ５０，００１ ０．２１６６０

三角网格谱元法１ ６４６．０５ １０，００１ ０．０６４６０ — — —

三角网格谱元法２ ３５１４．０２ ２５，００１ ０．１４０５６ — — —

　　表２是对上述两个模型的内存占用情况的统计．当节点

数目相同时，三角网格谱元法的内存消耗略低于经典的谱元

法，然而为了达到与之相当的计算精度，其内存消耗是巨大

的，约为经典谱元法的５．５倍．
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表２　内存占用情况统计

犜犪犫犾犲２　犜犺犲狊狋犪狋犻狊狋犻犮犳狅狉犿犲犿狅狉狔狅犮犮狌狆犪狋犻狅狀

方法

均匀模型 起伏地表层状模型

质量矩阵＋
阻尼矩阵

（ＭＢ）

刚度

矩阵

（ＭＢ）

解向量＋
中间变量

数组（ＭＢ）

网格信息＋

ＣＳＲ辅助

数组（ＭＢ）

总内存

消耗

（ＭＢ）

质量矩阵＋
阻尼矩阵

（ＭＢ）

刚度

矩阵

（ＭＢ）

解向量＋
中间变量

数组

（ＭＢ）

网格信息＋

ＣＳＲ辅助

数组（ＭＢ）

总内存

消耗

（ＭＢ）

ＦＥＭ ０．６０ １１．４５ ７．５２ ６．８６ ２６．４３ ７．５７ ３５７．６４ ５７．１８ １１６．５６ ５３８．９５

ＳＥＭ ０．３５ ７６．０３ ２．５７ １６．６７ ９５．６２ — — — — —

ＴＳＥＭ ０．３５ ４６．０１ ２．５７ １０．８１ ５９．７４ ７．５７ ３５７．６４ ５７．１８ １２０．３４ ５４２．７３

ＴＳＥＭ１ １．３８ １８１．４０ １０．１３ ４２．７７ ２５３．６８ — — — — —

ＴＳＥＭ２ ３．０８ ４０６．２０ ２２．７１ ９５．９２ ５２７．９１ — — — — —

４　讨　论

通过与经典谱元法的数值对比分析表明，三角网格谱元

法的计算精度较低．这里，我们从经典的谱元法（ＳＥＭ）和三

角网格谱元法（ＴＳＥＭ）的基本原理的对比中，分析导致其计

算精度较低的原因，大致可归纳如下４个方面：１）三角网格

谱元法所使用的插值点（Ｆｅｋｅｔｅ点）是为了插值近似设计的

而不是为积分而设计；２）三角网格谱元法所使用的

ＫｏｏｒｎｗｉｎｄｅｒＤｕｂｉｎｅｒ（ＫＤ）多项式至多只有Ｎ阶，而经典的

谱元法的每个多项式都具有 Ｎ 阶（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ犲狋犪犾．，

２００１）；３）不存在像经典谱元法那样的一维ＧＬＬ积分的完

美正交性，三角网格中使用的是基于Ｆｅｋｅｔｅ点上的非张量

积（Ｔａｙｌｏｒ犲狋犪犾．，１９９８，２００７）；４）坍塌坐标变换（ｃｏｌｌａｐｓｅｄ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍ）的使用，导致误差在三角形的一个顶

点上得到积累，从参考三角形变换到参考四边形后，采样点

向下三角区域集中，而在上三角区域采样明显不足，导致总

体计算精度下降（见图１）．

５　结　论

本文对三角网格谱元法的基本原理和一些细节问题进

行详细地论述，并将高效的ＰＭＬ吸收边界条件引入三角网

格谱元法中．通过与经典的Ｓａｒｍａ边界条件的对比表明，本

文的ＰＭＬ边界条件具有较好的吸收性能，在两个谱单元内

能获得较好的吸收效果．相比于Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ等（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ

犲狋犪犾．，２００３）提出的边界条件，本文的ＰＭＬ边界条件具有

节省内存空间的优势．同时，对显式有限元法、谱元法的刚度

矩阵采用压缩行（ＣＳＲ）格式进行稀疏存储（仅存储非零元

素）存储以节省存储空间并减少计算量，在时间离散上采用

保能量的Ｎｅｗｍａｒｋ积分算法，并对上述方法在计算精度、计

算效率和内存使用方面做了综合的对比研究．通过与显式有

限元法和经典的谱元法的数值对比试验表明，经典的谱元法

具有较高的计算精度，而三角网格谱元法的计算精度比较

低．为了能对面波进行精确地模拟，三角网格谱元法在每个

最短波长内至少需要１１个采样点，而经典的谱元法仅需４

个，因而它耗费的计算机内存量是巨大的（约为经典谱元法

的５．５倍），并且总的ＣＰＵ耗时较长．在针对求解具体实际

问题时，上述各种方法的对比研究为数值方法的选择提供理

论指导．

然而，三角形网格的显著优势则在于其网格剖分的灵活

性，能够精确的刻画剧烈起伏的弯曲地表．尤其在三维 （四

面体单元）中，经典的谱元法所使用的六面体单元很难精确

刻画十分复杂的起伏地表界面，致使不能真实地再现地震波

场的传播．目前，三角网格谱元法亟待解决的问题是提高其

计算精度．因此，当前的三角网格谱元法还不宜单独使用，应

与经典的四边形谱元法混合使用，在起伏地表附近使用较灵

活的三角形（四面体）网格以精确地刻画模型，而在内部区域

使用四边形（六面体）网格．本文论述的基于ＫＤ多项式和

Ｆｅｋｅｔｅ点的三角网格谱元法正好具备这个优势，在三角形的

三个边上的Ｆｅｋｅｔｅ点即为ＧＬＬ点（Ｂｏｓ犲狋犪犾．，２００１），它能

够与四边形网格完全耦合．

致　谢　在此衷心感谢与梁晓峰老师的有益的讨论以及两

位匿名审稿人的建设性意见．

附录犃

由于奇异点的存在，ＫｏｏｒｎｗｉｎｄｅｒＤｕｂｉｎｅｒ（ＫＤ）多项式

的一阶导数需分为如下４类进行讨论：

ⅰ）当犻＝０：

φ０犼 ξ，（ ）η ＝
犼＋１
槡２ 犑１

，０
犼 （２η－１）， （Ａ１）

φ０犼 ξ，（ ）η
ξ

＝０， （Ａ２）

φ０犼 ξ，（ ）η
η

＝２
犼＋１
槡２

ｄ犑１
，０
犼 （狓）

ｄ狓
狓＝２η－１ ． （Ａ３）

ⅱ）当犻＝１：

φ１犼 ξ，（ ）η ＝ ２ξ＋η（ ）－１
３（犼＋２）

槡２
犑３
，０
犼 （２η－１）， （Ａ４）

φ１犼 ξ，（ ）η
ξ

＝２
３（犼＋２）

槡２
犑３
，０
犼 （２η－１）， （Ａ５）

　　
φ１犼 ξ，（ ）η
η

＝
３（犼＋２）

槡２
犑３
，０
犼 （２η－１）＋（４ξ＋２η－２）

３（犼＋２）

槡２
ｄ犑３

，０
犼 （狓）

ｄ狓
狓＝２η－１ ． （Ａ６）
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ⅲ）当犻＝２：

φ２犼 ξ，（ ）η ＝
１
２
５（犼＋３）

槡２
［３２ξ＋η（ ）－１ ２－（１－η）

２］犑５
，０
犼 （２η－１）， （Ａ７）

φ２犼 ξ，（ ）η
ξ

＝６２ξ＋η（ ）－１
５（犼＋３）

槡２
犑５
，０
犼 （２η－１）， （Ａ８）

φ２犼 ξ，（ ）η
η

＝
５（犼＋３）

槡２
（６ξ＋２η－２）犑

５，０
犼 （２η－１）＋

５（犼＋３）

槡２
３（２ξ＋η－１）

２－（１－η）［ ］２ ｄ犑
５，０
犼 （狓）

ｄ狓 狓＝２η－１
． （Ａ９）

ｉｖ）犻≥３：

φ犽＝（犻，犼）（ξ，η）

ξ
＝２

（２犻＋１）（犻＋犼＋１）

槡 ２
１－（ ）η

犻－１ｄ犑
０，０
犻 （狓）

ｄ狓 狓＝２ξ＋η－１
１－η

犑２犻＋１
，０

犼 （２η－１）， （Ａ１０）

φ犽＝（犻，犼）（ξ，η）

η
＝

（２犻＋１）（犻＋犼＋１）

槡 烅
烄

烆
２

２ξ１－（ ）η
犻－２ｄ犑

０，０
犻 （狓）

ｄ狓
狓＝２ξ＋η－１

１－η
·犑２犻＋１

，０
犼 （２η－１）－

　犻１－（ ）η
犻－１犑０

，０
犻
２ξ＋η－１
１－

（ ）
η

犑２犻＋１
，０

犼 （２η－１）＋２１－（ ）η
犻犑０

，０
犻
２ξ＋η－１
１－

（ ）
η

ｄ犑２犻＋１
，０

犼 （狓）

ｄ狓
狓＝２η 烍

烌

烎
－１ ， （Ａ１１）

值得指出的是，式２ξ＋η－１
１－η

在（ξ，η）＝（０，１）处奇异，需取其极限值ｌｉｍ
ξ＝０

η→１

２ξ＋η－１
１－η

＝－１．

附录犅

三角网格谱元法的基函数为

犻（狉，狊）＝∑

犖狋

犼＝１

犮犻犼φ犼（狉，狊）， （Ｂ１）

数值积分为

∫
Δ

犳ξ，（ ）ηｄξｄη＝∑

犖狋

犻＝１

ω犻犳犻（ξ犻，η犻）， （Ｂ２）

左端进一步写成：

∫
Δ

犳ξ，（ ）ηｄξｄη＝∫
Δ
∑

犖狋

犻＝１

犳犻 ξ犻，η（ ）犻犻 ξ，（ ）ηｄξｄη＝∑

犖狋

犻＝１

犳犻 狉犻，狊（ ）犻∫
Δ

犻 ξ，（ ）ηｄξｄη， （Ｂ３）

将（Ｂ２）的右端与（Ｂ３）的右端进行比较发现：

ω犻＝∫
Δ

犻 ξ，（ ）ηｄξｄη， （Ｂ４）

利用映射关系（７）式，变换到四边形区域可以得到：

ω犻＝∫
Δ

犻 ξ，（ ）ηｄξｄη＝∫
１

－１
∫
１

－１

犻（狉，狊）

ξ
狉

η
狊

ξ
狉

η
狊

ｄ狉ｄ狊 （Ｂ５）

＝∫
１

－１
∫
１

－１
∑

犖狋

犼＝１

犮犻犼＝犼（犽，犾）φ犼＝犼（犽，犾）（狉，狊）
１－狊
８
ｄ狉ｄ狊＝∑

犖狋

犼＝１

犮犻犼＝犼（犽，犾）∫
１

－１
∫
１

－１

（２犽＋１）（犽＋犾＋１）

槡 ２
犑０
，０
犽 （狉）犑２犽＋１

，０
犾 （）狊

１－狉（ ）
２

犽
１－狊
８
ｄ狉ｄ狊

＝
１
４∑

犖狋

犼＝１

犮犻犼＝犼（犽，犾）∫
１

－１
∫
１

－１

（２犽＋１）（犽＋犾＋１）

槡 ２
犑０
，０
犽 （狉）犑２犽＋１

，０
犾 （狊）

１－狊（ ）
２

犽＋１

ｄ狉ｄ狊＝
１

４·２犽＋１∑

犖狋

犼＝１

犮犻犼＝犼（犽，犾）
（２犽＋１）（犽＋犾＋１）

槡 ２
·

　∫
１

－１

犑犽（狉）·犑０（狉）ｄ狉∫
１

－１

１－（ ）狊 犽＋１犑２犽＋１
，０

犾 （狊）·犑２犽＋１
，０

０ （狊）ｄ狊， （Ｂ６）

　　利用带参数的雅可比多项式的正交性：

∫
１

－１

犑狀（狓）犑犿（狓）ｄ狓＝
２δ犿狀

犿＋狀＋１
， （Ｂ７）

∫
１

－１

１－（ ）狓 α １＋（ ）狓 β犑α
，β
狀 （狓）犑α

，β
犿 （狓）ｄ狓

　＝
２α＋β＋１

２狀＋α＋β＋１
Γ（狀＋α＋１）Γ（狀＋β＋１）

狀！Γ（狀＋α＋β＋１）
δ犿狀 ， （Ｂ８）

（Ｂ６）式可化简为

ω犻＝
槡２
４
犮犻犼＝犼（犽，犾）δ犽０δ犾０＝

槡２
４
犮犻１． （Ｂ９）

故，ω犻＝
槡２
４
（犞－１）１犻

４２７１
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